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Основные идеи векторного анализа имеются у двух оригиналь- 
ных математиков: Грасемана (Стаззтап, 1809—1877 гг., Штеттин 
в Германии) и Гамильтона (Наш ют, 1805—1865 гг., Дублин в 
Ирландии). Грассман выпустил в двух изданиях (1834—1861 гг3 
основной труд „Апзаевпаоб евте“. В первом издании он ограни- 
чился только словесным изложением своих принципов без формул; 
во втором он рассматривает сразу пространство п измерений. Он 
рассматривает отрезки, т.е. части прямой, „плоские величины", т.е. 
части плоскости, части пространства (объем) и т. д. Исходя из 
точки, определяемой п координатами, он последовательно двумя 
точками определяет отрезок, тремя—часть плоскости и т. д. Он дает 
своеобразное исчисление отрезков, площадей, объемов. 

Основное учение Гамильтона изложено в его „Гееигез ор Оцает- 
п1опз“ (Дублин, 1853 и Лондон, 1806). Он строит комплексное 
число с четырьмя независимыми единицами. Если откинуть первую 
действительную часть его как скаляр, то мы будем иметь в нем пол- 
ное подобие вектора с тремя компонентами. Произведение двух век- 
торных (мнимых) частей комплексного числа будет опять содер- 
жаль и действительную часть и векторную. Первая составит вну- 
треннее произведение векторов, & вторая— внешнее произведение. 

Наконец, у Гамильтона мы встречаем достаточно развитое поня- 
тие векторного поля под видом кватерниона как функции точки, и 
именно ему принадлежит введение оператора „набла“ У. 

Как учение Грассмана, так и гиперкомплеконые числа Гамиль- 
тона завоевали себе нескольких горячих сторонников, но остава- 
лись чужды широким кругам математиков. Введение векторов в 
обиход науки, несомненно, было вызвано потребностями физики. 

В сущности уже Стевин (Зеуш) около 1600 г. пользовался 
изображением сил в виде отрезков, высказывая принцип парал- 
лелограма сил. Столетие спустя Ньютон (Ме ют) в своей второй 
аксиоме движения, утверждая, что сила и ускорение всегда оди- 
наково направлены, тоже в сущности говорит о векторах. Вся 
последующая аналитическая механика строится на этом понятии, 
хотя обычно механики говорят отдельно о трех компонентах 
вектора. 

Развитие в ХХ в. учения о потенциале создало целый ряд 
теорем потенциального поля, но более всего содействовало раз- 
витию векторного анализа учение об электричестве и магнетизме. 
Слово „поле“ впервые встречается у В. Томсона (\. Твотзоп) 
в учении о магнетизме. Учение Максвелла (Мах\е!!, „Тгеайзе оп 
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Юесё4еЙу апа Маспензш“, 1873) было первой большой теорией, 
изложенной целиком в векторной форме. | 

С тех пор элементы ВеЕторного анализа нашли себе прочное 
место в курсах электричества. | 

Гиббе (1. У. СНБ 1881) в Америке, Хивизайд (Неау114е, 1894) 
в Англии, А. Фёпиль (А. Ебрр!, 1894) в Германии выпускают в. 
разных формах элементы векторной алгебры и анализа в прило- 
жениях в своим курсам электричества. Собственно этим авторам 
мы обязаны тем объединением идей Граессмана, Гамильтона ий 
элементарных физических представлений, из которых сложился 
векторный анализ. | 

Внутреннее обоснование понятие вектора получило в теории 
инвариантов *, основанной на понятии группы преобразований 
[Софус Ли (5. Тле) и в особенности Клейн (Е. Кеш, „Енапкеп 
Ргостаттиа“, 1872). | 
в. принес новое развитие векторного анализа, Созданное 
Леви-Чивита (Геу1-ОуЦа) и Риччи (®1сс) (в конце прошлого 
века) абсолютное диференцирование освободило от зависимости от - 
координатной системы; этими идеями воспользовался Эйнштейн 
(А. Ешзюеш) для развития своего нового представления о мире. 
Подобно электромагнитной теории Максвелла, теория относитель-‘ 
ности Эйнштейна потребовала создания нового метода—тензор- 


1 См. К1е1п, Уог]езипсеп Бег Че Епф\исК1и па Чег Мавешанк па 
Х!1Х ТабгВипдег, П, стр. 97—49. \ 
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Глава [. СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 


$ 1. Векторы и скаляры. Арифметика вводит понятие числа 
для измерения величин. Длина отрезка, угол, площадь, объем, 
масса, плотность, температура и т. д. могут быть заданы числом 
(кбнечно, при условии, что дана единица измерения). Это число 
может быть целым, дробным, иррациональным, иногда положитель- 
ным и отрицахельным— вообще это любое действительное“число. 

Встречается, однако, целый ряд величин, как, например, ско- 
рость, ускорение, сила, отдельные значения которых отличаются 
между собой не только количеством (протяженностью, напряже- 
нием), но и направлением в пространстве. Простейшим примером 
такой величины является отрезок прямой ОМ, который надо 
рассматривать как путь, пройденный точкой из точки О в точку М. 
При этом точка О есть начало, точка М — конец отрезка. Как 
известно, скорость, сила и т. д. в механике обычно изображаются 
такими отрезками. 

Величины такого рода называются векторами; в противо-_ 
положность им те величины, которые могут быть определены только 
одним числом (хотя бы положительным и отрицательным), называ- 
ются скалярами. ` | . 

Это еще не определение вектора, но мы лучше поймем его, 
когда дадим условие равенства векторов. Векторы равны, 
если: 

1. Равны иж абсолютуные величины. Абсолютная величина, 
иначе модуль, длина или скаляр вектора есть то число, которое . 
измеряет длину отрезка ОМ, величину скорости, дает напряжение 
силы независимо от их направления. Это — скалярная величина, 
которой иногда удобно бывает приписать положительный или отри- 
цательный знак. 

2. Если они пафаллельны, т. е. расположены ва параллельных 
прямых. Векторы можно переносить, сохраняя направление. Поэтому 
все векторы мы будем считать исходящими из одной точки. 

3..Если они одинаково налтоавлены. Вектор имеет начало и 
конец. Переменив их между собой, мы получим уже другой (про- 
тивоположный} вектор. 

Таким образом в понятие вектора входят три момента: скаляр 
вектора, направление, т. е. прямая, на которой лежит вектор, и 
смысл движения на этой прямой. 

Числовое значение любой скалярной величины можно предст&- 
вить ввиде отрезка на прямой линии (на оси). Для этого, как 
известно, надо выбрать на ней начало, положительное направление 
и взять определенный масштаб. . 


10 ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 


> 


Подобно этому всякий вектор может быть представлен в виде. 
отрезка прямой в пространстве. Для этого мы выберем некоторое 
начало ®- точку О, будем проводить из этой точки прямые по задан- 
ным направлениям и на них откладывать числовые значения век- 
торов в определенном масштабе. .) 

Геометрическое изображение числовых значений скалярной 
величины настолько распространено, что в современном анализе 
нередко говорят „дана точка“ вместо того, чтобы сказать „дано чис- 
довое значение“. Это замечание еще в большей степени относится 
к геометрическому представлению векторов. Нередко под словом 
„вектор“ подразумевают тот отрезок прямой, который служит его 
изображением. Так как никакого неудобства от этого не произой- 
дет (по крайней мере, во всей первой части курса), то для про- 
стоты мы так и будем делать. 

Обозначения. К сожалению, в векторном анализе еще не уста- 
новились единообразные обозначения. 

‚ В Германии для обозначения векторов приняты буквы готиче- 
ского алфавита, скаляр вектора обозначается одноименной буквой. 
латинского алфавита. Эти обозначения совершенно не применяются 
в латинских странах и в Англии. Здесь различные авторы или 
употребляют для обозначения векторов жирный (черный) шрифт, или 


ставят над буквой стрелку (например 4). В русской литературе у 
различных авторов до сего времени встречались все эти обозначения. 

1 сентября 1931 г. Всесоюзным комитетом по стандарти-. 
зации при Госплане выделен обязательный стандарт‘ векторных 
обозначений (ОСТ 2691). 

Выбор обозначений еще не представляет больших трудностей 
при печатании книги; и готический алфавит, и жирный шрифт 
выглядят достаточно хорошо в наборе. Этого совершенно нельзя 
сказать относительно рукописного воспроизведения знаков. Между 
тем, весьма существенно, чтобы читатель мог повторить на бумаге 
те выкладки, которые приводятся в книге. Ввиду этого мы оста- 
новились на обозначении векторов с помощью стрелок вад 
буквами. 

Итак, вектор, идущий из точки О в точку М, мы будем обозна- 


ц^ —_ 
чать двумя буквами: ОМ или просто одной буквой, которая 
стоит в конце вектора; следовательно, мы будем писать: 


— -—> 


М =0М, а— ба ИТ. Д. 


Если начало вектора не совпадает с выбранным началом О, то 
во избежание недоразумений в таком случае мы будем всегда 


- 


- => 
употреблять две буквы: АВ. 
Та же буква без стрелки означает скаляр (абсолютную вели- 


' —> —— 
чину, длину) вектора, т. е. М есть скаляр вектора М =0М. 
$ ®. Сложение векторов. Мы переходим теперь к определению 
основных действий над векторами. 
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Известные из механики законы сложения направленных величин 
(скоростей, ускорений, сил) служат основанием следующего опре- 
деления сложения векторов. 


—> 


Определение. Суммой двух вектороз А ци В называем такой 
—> 


трепиий вектор С, который служит диагональю параллелограма, 
стороны которого суть слагаемые векторы (черт. 1). 


` — — —> 
Записываем: 4 + В = (С. 
Возможность пос троения вполне очевидна. В частности, 


—> > —> 

если два вектора А и Б лежат на одной прямой, то сумма их С 
равна их алгебраической сумме (т. е. сумме или разности в зави- 
симости от того, направлены ли они в одну или в разные стороны) 
и лежит на той же прямой. 

В какой же мере это „сложение“ похоже на обычное сложение? 
В какой мере оно удовлетворяет основным аксиомам, которые 
характеризуют сложение чисел? 

Для сложения мы имеем два основных 7. 0 
закона: 

1. Переместительность: 


ан =Ь а, 


‚сумма не зависит от порядка слагаемых“. я 
2. Сочетательность: 


(@-Ь +е=а+ 6-0), 

„чтобы прибавить сумму, надо прибавить каждое слагаемое от- 
дельно“. | 

Первая аксиома, очевидно, удовлетворена, это прямо следует 


из того, что чертеж совершенно симметричен по отношению к век- 
торам — слагаемым: 


А+В=В-А. 


Черт. 1. 


Чтобы перейти ко второму закону (сочетательности), надо оста- 
новиться на понятии суммы нескольких слагаемых. Для этого 
удобнее будет несколько видоизменить самое построение суммы 
векторов. 

Мы условились считать эквивалентными векторы равные и 
параллельные (одинаково направленные). Следовательно (черт. 1), 
векторы: 


В=ОВ — АС ы — 


равны между собой, как противоположные стороны параллелограма. 

Отсюда следует такое построение суммы: 

Правило сложения. В конце первого слагаемого строим втофое 
слагаемое. Вектор, замыкающий эту ломаную, есть сумма. Начало 
вго совпадает с началом первого сллевемого. а конец—- с кониом 
второго. 
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Это правило нетрудно теперь будет распространить на любое 
число слагаемых. 
Пусть нам надо найти сумму (черт. 2): 


— —> — —> 
А+В-+С=Ф. 
Мы будем под этим подразумевать результат последовательного 
—> — 
прибавления сначала В и затем С. 


Пусть | 
| А+-В-Е | 
тогда по определению | 
2=Е+ 0. 


Строим по предыдущему правилу сумму А -- В. т. е. в точке 4 
строим вектор АЕ= В и соединяем точку О с точкой Е: | 


< 


Затем в полученной сумме прибавляем вектор С, т. е. в конце 


. — —_> 
ее, в точке Е, ‘строим вектор ЕР’ = С и соеди- 
няем точку О с точкой Л: 

Тогда, 


00 =ВБ=ОБ+ ЕД =А+В-б 


Отсюда следует такое правило: 


Черт. 2. Чтобы, построчть сумму любого числа век- 

70ро0в, надо в конце первого слагаемого век- 

тора построить второй, в конце второго — третий и т. д. Бектоу, 

замыкающий полученную ломаную мииио, и есть искомая сумма. 

Начало его совпадает с началом первого слагаемого, а конец—с кон- 
{0мМ последнего. 

Закон еочетательноети для сложения. Мн докажем его для 
суммы трех векторов. Совершенно так же он доказывается и ДлЯ 
суммы любого числа слагаемых. 

Итак, нам надо доказать: 


(4+ 3В)+0=А+В-+0. 
Здесь скобками указан порядок сложения (как в обыкновен- 
ной алгебре). 
`Строим на одном чертеже (черт. 3) первую и вторую суммы. 
Даны три вектора: 
А=Од, В=0В, 9=00. 
Первая сумма: в точке А строим АЕ=В, и в точке Е строим. 


—»> 


ЕО = (0. 


—-2% —+ 
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Д————————— > 


—-+ 


Вторая сумма: в точке В троим ВЕ = 0, получаем: 
| ОР=0В-- ВР-В+С. 
Затем в точке 4 строим АО’ = ОЕ: 
ОА + АБ'=00'=А+8+0. 
Надо показать, что точки О’и Ш совпадают (как изображено на 


черт. 3). Для этого достаточно показать, что АДР равно и парал- 
— 


лельно ОР. Это можно сделаль различными способами. Проше 
всего, пожалуй, будет заметить, что вся фигура ОЛЕВСЕШОК есть 
параллелепипед, где АД) и ОЕ — диагонали противоположных 


граней. _ | д | 
Из той же фигуры параллелепипеда Е 
видно, что можно получить тот же вектор 


— 
суммы ОП, складывая в произвольном 0 


` — >> —> 
порядке основные‘ векторы 4, Ви С. 

Итак, и переместительный, и сочета- 
тельный законы справедливы для суммы 
любого числа векторов. 

По отношению к обычной сумме чисел. 
существуют еще различные законы (мо- — г 
нотонности) о сравнительной величине Черт. 3. 
слагаемых и суммы (простейший из них: 
сумма больше каждого слагаемого). Все эти теоремы не имеют 
смысла для суммы векторов, ибо понятия „больше“ и „меньше“ 
неприложимы к векторам. 

$ 3. Вычитание векторов. Вычитание обычно определяется как 
действие, обратное сложению: по сумме и одному из слагаемых 
ищется другое слагаемое. 


_ — — 
Определение. Разностью двух векторов А и В называется такой 
— _> — — - 
третий вектор С, что сумма В и С равна А: 
о щ _ —> —> —> — 
А—В=С, если В+-С=А. 


т —>> —> —> 
Итак, пусть даны векторы А и В (черт. 4). Рассматриваем 4 
—> 
как замыкающую ломаной линии, одним звеном которой является В. 
— 
Второе звено ее будет, очевидно, ВА. Это и будет искомая раз- 
ность: 
и \ — —> 
(о .А—В= ВА, - 
ибо 
— —> —— _> 
ОБ -- ВА =ОА = А. - 


—. 
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отрезок ОБ’= ОВ. Дополним, с другой стороны, треугольник ОАВ 


> ——> 
до параллелограма ОВАС. Очевидно, вектор АС = ВО как проти- 
воположные стороны параллелограма, и следовательно, . 


Аб = ОВ. ^ 


“Точно так же искомая разность 


— 


А.—В = ВА = 06. 
Мы видим теперь, что: 
.” 00=04 + 46 =04-+- 0 Ду 
Отеюда правило: 
Чтобы вычесть вектор ОБ, надо прибавить равный и противото- 


—> 
ложно направленный вектор ОБ’. 
Применяя построение суммы к векторам 


[ Д —> —. м 
ОВ и ОВ’, найдем без труда: 
- —> =—>, 
‘ОВ ОВ’=0, 
где нулем обозначен особый вектор, у кото- 
- В’ 0 8 ого начало и конец совпали в точке 0. 
у оспользуемся теперь обычным определением 
Черт. 4. относительных (положительных и отрицатель- 
ных) величин. 
Обозначим: 


‘А, —> у — = 
ОБ’ = — ОВ, если ОВ+ОВ’ = 0. 
При этом условии правило вычитания может быть высказано 


` Коротко в обычной для вычитания чисел форме: . 


Чтобы вычесть сектор, надо прибавить его с обратным. знаком. 

$ 4. Умножение вектора на скаляр. От сложения нескольких 
равных векторов не трудно перейти к повто рению вектора не- 
СЕОЛЬКо раз, т. е. к умножению его на целое число. 

По определению: 


> < 


п-А=А.п= А+ ч.. (НА, 


п — целое число. 
Так как все слагаемые параллельны (один и тот же вектор), 
то все они будут лежать на одной прямой, значит, произведение 


— _ - 
‚п. А будет иметь то же направление, что и множимое А, только 


Длина вектора при умножении увеличится вп раз. 
Нетрудно теперь ввести понятие деления вектора на целое 
число. ` 
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По определению: 


„” 


> — 
Отсюда сейчас же следует, что оба вектора А и В имеют одно 


— > 
направление (лежат на одной прямой), но длина А в п раз 


—> - 
больше, чем В. Следовательно, при делении вектора на целое число 
п направление его не меняется, & длина уменьшается в п раз. 


/ 
Отсюда легко переходим к умножению вектора на дробь < 


это значит умножить на р и разделить на ч—и к умножению ' на 
несоизмеримое число х. Во всех случаях направление вектора не 
меняется, — меняется только его длина: она умножается на х. 

Наконец, если х — число отрицательное, то согласно условию 
предыдущего параграфа, кроме изменения длины вектора надо еще 
изменить его направление на обратное. 

Таким образом устанавливается умножение вектора на любое 
действительное число. | 

Распределительный закон умножения. По отноше- 
нию к этому умножению распределительный закон сохраняет свою 


о 
`Пюоротко его можно записать таким равенством: 


(А.В) д=А. +В. 2. 


Чтобы доказать это равенство, достаточно заметить, что от 
умножения на скаляр (действительное число 2) меняются только 
размеры векторов, т. е: масштаб чертежа; фигуры остаются 
подобными. 

Если векторы 


—_.-> — — _ 
А ВиИА-В=С 
образуют стороны и диагональ параллелограма, то, умножив все 


члены на х, т. е. изменив размеры всех векторов, мы получим 
снова параллелограм, т. е. сохранится равенство: 


Ах + Вх = Ст, 
а это и есть распределительный закон "умножения, стоит только’ 


— > — 
заменить С через АБ. 

Единичнне векторы. Пользуясь введенным понятием умно- 
жения вектора на`скаляр, можно всякий вектор представить в виде 
произведения его скаляра (его длины) на единичный вектор (век- 
тор длиной единица) того же направления. 


$ 


>> - с . ` 
Обозначим скаляр вектора 4 той же буквой, но без стрелки: 4. 


} 


® 


= = 
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А НАЯ АЧЯБРА 


— 
Обозначим одноименной строчной буквой а единичный 


вектор того же направления, как и вектор А, т. е. вектор, располо- 
Бенный с ним на одной прямой и с тем же смыслом движения — 
положительным направлением на прямой, но длина которого (его 
скаляр) равна единице. 

Тогда из определения умножения на скаляр следует: 


> > 
А=А - а. 
Действительно, от умножения на скаляр А направление вектора 


— 
не изменится, а длина увеличится в 4 раз. Длина вектора а была 
равна единице, после умножения она станет 4, т. е. мы получим 


_ 
в точности вектор А. 

$5. Разложение вектора на компоненты. Мн теперь переходим 
к чрезвычайно важному в теории векторов представлению вектора 
в виде суммы его компонентов. Все значение этого способа 
разложения вектора станет ясным, если мы скажем, что здесь мы 
переходим от одной — геометрической — теории, которой мы до сих 
пор держались, к другой — алгебраической. 

Вся теория векторов, весь векторный анализ состоит из соеди- 
нения этих двух теорий, может быть, даже лучше сказать, — из 
соединения этих двух сторон одной теории. Взаимно дополняя 
друг друга, они и создают то, чем так выгодно отличается вектор- 
ный анализ; геометрическая теория дает возможность широко 
использовать геометрические представления (геометрическую интуи- 
цию), алгебраическая сторона позволяет вести все ВЫкКладки. 

Чтобы перейти к этой алгебраической теории, нам надо уста- 
новить разложение вектора на компоненты. Мы пойдем к этому 
тремя теоремами, которые и сами по себе представляют большой 
интерес. 


ТЕОРЕМА 1. Если А — мобой вектор и &— скаляр (число), то 


— 


М = ХА (1) 


— 
есть вектор, располооюенный на одной прямой с вектором А, ци 
в этой форме (1) мооюет быть представлен, всякий вектор, леэюа- 
щий на этой прямой. 


°- Первая часть теоремы непосредственно следует из определения 


умножения вектора на скаляр,— при умножении на скаляр меняется 
только длина вектора, или при умножении на, отрицательное число 
его направление меняется на обратное. Во всяком случае после 
умножения вектор остается на той же прямой. 

Вторая часть теоремы (обратная теорема) тоже вполне понятна. 
Если оба вектора имеют общее начало О (что всегда можно пред- 
положить), а концы их суть А и М (черт. 5), то за число 5 надо 
принять отношение их длин: | 

, ОМ 
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д = 
взяв его со знаком плюс (--), если оба вектора направлены в одну 
сторону, и с0 знаком минус (—), если они направлены в разные 


стороны. . | 
Меняя х, мы заставим конец вектора, точку М, пройти всю 


прямую. Нетрудно заметить, что < является координатой точки М 
на прямой, если принять точку О за начало, ОА-——за единицу длины’ 
— . 


и направление ОА считать за положительное направление на оси. 


—> _ 
ТЕОРЕМА ИП. Если А ч В — дза вектора, не лежащие на одной ` 
о п прям чт, у— скаляры, то вектор 


0 А — — _ 
Черт. 5. . М =2А + уВ (2) 


> >> 
дежюить в плоскости. определязмой векторами А м В; всякий вектор, 
лежащий в этой плоскости, может быть представлен в форме (2). 


Вектор хА по предыдущей теореме лежит на прямой ОА (черт. 6), 
вектор уВ— на прямой ОВ. Пусть это будут векторы 
М, =2А, М, =УВ. 
Вектор | | 
| М=М, + М, 
есть диагональ параллелограма, построенного на 


М5 ---=—=яМ 


— — 
векторах М, и М» как на сторонах, следователь- 0 М. _А 
но, во всяком случае лежит в плоскости векто‹ — Черт, 6. 


—> — в 
ров М., М» или, что то же самое, в плоскости 


—> —> 
векторов А и ВБ. 
Таким образом первая половина теоремы доказана. 
Переходим к доказательству второй половины (обратной 
теоремы). 
@ ‚Даны в одной плоскости векторы, не лежащие на одной прямой, 


—> 
А и В, и произвольный вектор (в той же плоскости) М = ОМ. 
Через точку М (черт. 6) проведем прямые, параллельные векто- 


—> — 
рам А и В, до пересечения с продолженными прямыми ОА и ОВ 
в точках М, и М.. Мы получим, очевидно, параллелограм 
ОМ.ММ», и следовательно, по определению суммы: 


—> —> —> 
М — М, —- М, . 
На основании теоремы Т вектор М;, как лежащий на одной пря- 
—> * 
мой с вектором 4, может быть представлен в виде: 
М, —- ХА, 


Векторный анализ. 
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где х — подходяще подобранное положительное или отрицательное 
число. 
Аналогично: 
М в — УБ, 
где у — тоже подобное же число. 
Отсюда непосредственно следует: 


—>> — > 
Замечание 1. Меняя хи у, мы представим в форме(2) любой 
вектор на плоскости. Нетрудно заметить, что числа х и у. 
являются координатами точки М на плоскости, если за оси 


координат принять прямые ОД и ОВ и выбрать по оси х за еди- 
ницу длины отрезок ОД и по оси у — отрезок ОВ. | 


— —‘ = 

Замечание 2. Вектор М лежит в плоскости векторов 4 и В, 

если выполнено соотношение (2). Этому условию можно придать 
несколько другую, более общую, форму. 


—> 
Перенесем М в другую часть (с обратным знаком) и умножим 
обе части на произвольное число г: 


— М2 + Аха + Вуё = 0. 
Если еще ввести новые обозначения: 
п д =М, В=Р,—2—а, 22 = 6, уе = с, 
то наше условие примет вид теоремы: 


—> —>> -—< 
Три вектора М, №, Р лежат в одной плоскости в том и только 
в. том случае, если при подходящих числах а, Ь, с 


аМ-- М В = 0. 
ТЕОРЕМА ПП. Если А, В, б— три век- 


тора, не лежащие в одной плоскость, то всякий 


—> 
вектор пространства М может быть пред- 
ставлен в форме: о 


М==А + ув + 20. - (3) 
где т, у, 2 — скаляры. 


Черт. 7. Из точки М (конец вектора М) проводим. 
прямую МР (черт. 7) параллельно вектору С до пересечения 


— —> 
в точке Р с плоскостью ОАВ векторов 4 и В. 
Очевидно, 


ОМ =ОР+РМ, 
Но 
РМ =ОМ» 


СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 1$ 


—ы> 


как векторы равные и параллельные, а 


— > —-+ - 


ОР — ОМ, + ОМ,, 


если ОМ.РМ, есть параллелограм. 
Итак, 
—— -— 


= = $ 


или, иначе: 
М =М, + М, + М.. . (4} 
\ 
Теперь остается только заметить, что каждый из слагаемых 
—> —> —> 
векторов М:, М. и М. расположен на одной прямой с основными 
—> —> > у 
векторами А, В, С, чтобы в силу теоремы 1 можно было написать: 
| — —> —> — — —> 
/ ‘ М, =®А, М. =УчВ, М. = гС. 


Подставляя эти выражения в формулу (4), мы и получим иско- 
мое равенство: 


М ==А чув г0. 


Это равенство можно было бы получить немного быстрее, если 
воспользоваться теоремой П, но тогда мы не получили бы равен- 
ства (4), а оно само по себе очень интересно. Оно показывает, 
что всякий еемтор моэюно разлоюить ня компоненты, на сумму 
трех слагаемых, по трем прочзголено заданным нсправлениям. 

$ 6. Алгебраичеекая теория векторов. Как мы уже отмечали, 
теоремы предыдущего параграфа дают возможность перейти к алге- 
браической теории векторов. 

Формула (3) предыдущего параграфа уже сама по себе дает 


Г —> 
возможность определить любой вектор М тремя числами т, у, а, 
— > —> 
если даны три основных вектора 4, В, С. Эти три числа суть 


—> а 
координаты точки М (конца вектора М) в той своеобразной 
системе коордннат (декартовой), где направления осей совпадают 


—_ >< 
с направлениями основных векторов. 4, В, С, и на каждой оси. 
взята своя единица длины, равная длине соответствующего вектора 


д, В или С. Конечно, гораздо удобнее выбрать основные векторы 
так, чтобы масштаб на всех трех осях оказался один и тот же; 
еще лучше расположить эти векторы так, чтобы система кеорди- 
нат была прямоугольной. о 
Итак, выбираем взаимно`перпендикулярные еди- 
ничные векторы. Так как они теперь постоянно у нас будут 
встречаться, то удобно будет ввести для них наиболее простое 
обозначение. Мы будем их обозначать буквами 1, 7, без стрелки 

наверху. | 
2* 


м 


м. 


® 
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Итак, имеем три взаимно перпендикулярных еди- 
ничных (длина равна единице) векто ра +, 1, Ё. Они считаются 
заданными в том же смысле слова, как это говорится о задании 
системы координат. 


В таком случае всякий вектор М может быть определен тремя 
числами 1, у, г так’ что 


—> . ‚ 
М =м--уи-р Ёг. 

Теперь 2, у, 2 суть декартовы прямоугольные координаты точки М 
в обычном смысле этого слова. Мы будем называть их коо р- 
динатами вектора, | 

Мы можем притти в той же формуле из равенства (4) предыду- 
щего параграфа. 

Пусть даны три основных вектора $, 7 &, ‘Всякий вектор М 
можно разложить на компоненты по этим трем направлениям: 


—> — . —> 
М=мМ,+ М, + М. 
Если *, 7, Е —единичные векторы этих направлений, то в силу 


‚теоремы 1 


— о] —> . —> т 
М. =зМ., М, —=7М», М: = М», 
и следовательно, 


М =ем, +}мМ,-+-ЕМ., 


` 


Здесь М., М., М, согласно нашему условию означают скаляры 


- —> —> — 

(длины, абсолютные величины) одноименных векторов М, М», М., 
но взятые с0 знаком минус, если положительное направление век- 
тора не совпадет с направлением основного вектора $, 7 или #. 
Они, очевидно, играют ту же роль, как ранее координаты х, у, г. 
Мы так и будем обычно обозначать координаты вектора. 

Замечание. Есть существенная ‚разница между компо- 
нентами вектора и его координатами. Координаты вектора 
суть три числа М, М» М,,— это декартовы координаты конца 


. > => -> 
вектора, точки М. Компоненты Суть векторы М,, М., М... Сумма 


, —> 
которых равна данному вектору М. В одной системе координат 
(при одних и тех же заданных основных векторах $, 7, Ё) между 
компонентами и координатами существует следующая простая 
зависимость: 


М, = М, М, = м, М. = КМ, 


т. е. компонент получается умножением координаты на основной 


единичный вектор; другими словами, координата есть скаляр ком- 

понента. 
Обозначения. Условимся, как общее правило, обозначать компо- 

ненты вектора той же буквой .с добавлением значка внизу, т. е. 
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— — —> 
компоненты вектора А мы будем обозначать через 4,, 4», 4; 
в таком случае координаты будут обозначаться той же буквой ‘са 
значками, но без стрелки, т. е. 4,, 4», Д.. 
Вместо полной записи: 


А = А, + 74» + ВА: 
мы нередко будем употреблять сокращенную: 


_ 
А = {Ан А» 43]. 
Например: 
_ 
М=!1, 9—3} = 27—31. 

Замечание. Все то, что. сейчас сказано, одинаково отно- 
сится и к прямоугольной, и в косоугольной системе координат, 
т. е. мы должны предполагать, что основные векторы $, 7, К еди- 
ничны (длина равна единице), но могут быть и не ортогональны 
(не взаимно перпендикулярны). Ортогональность основных векто- 
ров будет использована только позднее, при умножении векторов 
($ 8 и следующие). | К | 

$ 7. Сложение векторов, заданных своими координатами. Итак, 
мы перешли теперь к новому способу определения вектора — с по- 


Черт. 8. Черт. 9. Черт. 10. 


есть совокупность трех чисел. Правильнее, конечно, выразить эту. 
мысль так: вектором называется величина, определенная тремя 
числами в декартовой системе координат, если эти три числа при 
повороте осей координат меняются по тем правилам, которые вы- 
ведены для преобразования координат при повороте системы. 


Е 


мощью трех чисел. Мы можем даже сказать коротко, что вектор. 


\ 


Мы должны теперь пересмотреть все наши действия над век-. 


торами с точки зрения этого нового определения векторов, т. е. 
мы должны себя спросить, как составляются координаты 
суммы векторов, произведения вектора на. скаляр, 
если даны координаты слагаемых, множимого. 

Обращаемся Ев построению суммы. Здесь исходной точкой 
является известная теорема о проекции ломаной. 

Лемма. Птоекуия ломаной равна проекции ее зомыкающей. 

Речь идет здесь`о проекции отрезков ка прямую параллель- 
ными плоскостями. Проекцией отрезка АВ на ось Ох называется 
отрезок оси между точками а и 6, в которых ось пересекается 

* 
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параллельными плоскостями Аа и ВЬ (черт. 8). Очевидно, лемму 
достаточно доказать для случая ломаной с двумя сторонами АВС, 
ибо тогда переходом от п в п-1 она распространяется на 
ломаную с любым числом сторон. 

Проекцией ломаной АВС называется сумма проекций ее сто- 
рон (черт. 9) аб - Вс. 

Проекция замыкающей есть ас. Следовательно, наша лемма сво- 
дится к утверждению: 


46 -- Ьс = ас. 


Это равенство очевидно, если $ лежит между а и с. Оно спра- 
ведливо и в том случае, если 6 лежит вне отрезка ас, ибо проек- 
ций понимаются в виде направленных отрезков; в этом слу- 
чае 5с имеет направление; обратное направлению ас, и следова- 
тельно, при сложении вычитается (черт. 10). 

Из этой леммы непосредственно вытекает правило сложения 
векторов. 

Правило сложения векторов. При слоовении еектороз коорди- 
наты их складызаются. , 

Действительно, компонент, вектора есть, очевидно, проекция его 
на соответствующую ось. 

Рассмотрим сумму векторов (черт. 11): 


А-В+С+... +0=М. 
Это сложение выполняется по- 
строением ломаной ОАДВБ’С’... Г’, 
_ где: о 
-0А=А, АВ’=В, В'С’=0,....00’ЕМ. 
Проектируем всю фигуру на одну 
из трех осей (определяемых век- 
торами 1, 7 или К). Пусть проек- 
цией ломаной являются отрезки 
Оа, аб’, 5’с’,...,с’а’. Тогда: 
Од - аб’ Бе’ + ва’ = 04. 


Но проекция вектора есть его компонент. Отсюда и ‘следует пра- 
вило сложения. | 

Правило вычитания векторов. Чтобы сычесть сектор, надо вы- 
честь его координаты, 

Правило умножения вектора на екаляр. Чтобы умножить век- 
тор на скаляр. надо умножить все его координаты на скаляр. 

Эти теоремы непосредственно следуют из правила сложения. 


\ 


Черт. 11. 


Примечание. Алгебраическая теория векторов, кото- 
рую мы начали изаагать, представляет много общего с тео- 
рией высших комплексных чисел — чисел, построенных на 
нескольких независимых друг от друга мнимых единицах. 


х 


СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 93 


Пожалуй, можно сказать даже сильнее: эти две теории на. 
разных языках говорят одно и то же. Это в особенности ста- 
нет ясно, если остановиться на знакомой нам области обыкно- 
венных комплексных чисел. Им соответствуют векторы на 
плоскости. Выбирая два основных вектора ти ] в этой плос- 
кости, мы представим всякий вектор, лежащий в ней, двумя 
- компонентами, двумя координатами. Нетрудно проследить, что 
все рассмотренные нами действия совершаются по одним и 
тем же правилам как для векторов, так и для комплексных 
чисел. Эту связь можно проследить и далее. . 


Глава П. СКАЛЯРНОЕ УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 


$ 1. Скалярнсе произведение векторов. Мы теперь переходим 
ко второму (и последнему!) циклу действий над векторами — к умно- 
жению вектора на вектор. Заметим сразу же, что здесь мы всту- 
паем в совершенно новый вкруг идей. Насколько сложение векто- 
ров, вычитание их, умножение вектора на скаляр было просто и, 
я бы сказал, естественно, в алгебраической теории как бы подска- 
зывалось непосредственным обобщением действий над обыкновен- 
ными комплексными числами, — настолько здесь при установлении 
умножения векторов нам придется встретиться с совершенно 
новыми явлениями, со свойствами парадоксальными, если сопоста- 
вить их с операциями над действительными числами, лучше ска- 
зать, с результатами, не имеющими аналога в этой знакомой нам 
области. : , 

Чтобы подтвердить это хоть одним примером, достаточно ука- 
зать, что мы имеем здесь два вида умножения векторов — скалярное 
и векторное, которые являются совершенно независимыми между 
собой действиями, и не имеем ни одного деления, ибо действие, 
обратное умножению (тому или другому — все равно), не приводит 
к единственному результалу. 

Мы начнем с изучения. операции скалярного умножения. Рас- 
смотрим предварительно такую задачу, часто встречающуюся в 
различных областях механики и физики. . | 


Найти работу силы РЕ, если точка, на которую дей- 


— — 
ствует сила, совершила перемещение 04 = А. . 

Если точка двигается по направлению силы, то работа силы 
по определению равна произведению величины силы на длину пути 
(перемещения): 

А.Р. 


Если точка двигается под углом (ф) к направлению силы 


. —— , 
(черт. 12), то работает только та слагающая силы ОЁ, которая 
направлена по линий ОА, а перпендикулярная слагающая уравно- 
вешивзется каким-то сопротивлением. Проектируя силу на путь, 
получим: - 
ОЕ, = ОЕ с0$. 


Следовательно, работа силы будет равна: 
А.Е. 605 $. 


9 ‹ 


` 
{ 
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А | 
Мы имели здесь два вектора ЕР и А, в результате мы получаем 
скаляр | 
А.Е со0$ ф. * 
—> 


. —> 
Этот скаляр вполне определен, если заданы векторы Е и 4. 
Мы назовем.его скалярным произведением этих векторов. 
Определение. Скалярным произведением двух векторов называется 
произзедение их скаляров на косинус угла межюду ними. 
Обозначение. Скалярное произведение обозначаетея одним из 
трех способов: | 
4 


А.В=АВ= (АВ). 
| 
| 


Итак, 6 
ь ^ 
АВ= АВсоз (А В), (1) 0 р А 


^ , \ 
где под АВ подразумеваем угол между положитель- черт. 12. 


_ 
ными направлениями векторов Аи В. 

$ 2. Основные евойетва скалярного произведения. 1. Скалаяр- 
ное произведение. всегда имеет единственное определенное 
значение. Оно обращается в нуль, если один из векторов 
равен нулю или если векторы перпендикулярны, ибо тогда 


Л 
с0$ (АВ) =0: 
| ; АВ=0, если А 1 В. 


Скалярное произведение всегда меньше” произведения скалярев АВ 
и достигает своей наибольшей величины — равняется произведению 
скаляров, если векторы параллельны: 


АВ = АВ, если А || В. 


2. Переместительность. Скалярное произведение переме- 
стительно: | 


| АВВ. 
Это непосредственно следует из определения: 
—— Л —>-> | ^ 
АВ= АВ соз (АВ), ВА=ВА соз (ВА), 
(9 


Л л 
со$ (А В) = соз (ВА), 


ибо при изменении знака аргумента косинус не изменяется. 

Скалярное произведение векторов есть скаляр, а не вектор. 
Поэтому нельзя говорить о скалярном произведении трех векторов 
в смысле последовательного’ умножения (далее мы увидим, что ` 
ему придается совсем другой смысл); и сочетательный закон 
умножения не применим к умножению векторов. 

3. Распределительность. Тем более значения имеет 
распределительный закон. Заметим прежде всего, что и в обыкно- 
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венной арифметике он имеет необычайно большое применение. 


Вот его формулировка: 
„Чтобы умножить сумму, надо умножить каждое слагаемое 


отдельно и сложить полученные произведения“: _ 
(а) се = ас -| Вес. 


Совершенно очевидно, что умножение ‘многозначных чисел 
в арифметике или умножение многочленов в алгебре основано 
именно на этом свойстве умножения. 

Совершенно такое же основное значение имеет этот закон и 
в алгебре векторов, — как только он будет доказан, мы можем при- 
менять к векторам правило умножения многочленов. 

Переходим к его доказательству. 


ТЕОРЕМА. Для всяких трех вектофов А, В, С справедливо 
этож дество: 


(А+В).0=Аб+ ВС. 
Рассмотрим прежде всего случай единичного вектора в. Ска- 
лярное произведение любого вектора Р на единичный вектор с по 
определению равно: 
. —> —> ^ 
Ре=Р со$ (Рс), 
проекции вектора Р на направление вектора с. В таком случае. 
равенство | 
р — — = —>-— —-> 
д (АБ) = Ас- Вес, 
р или! (черт. 13) 
— — — ‹-> — — 
0 с | Ор - в= ОА. с + АО. ес, 


Черт. 13. 
есть просто другое выражение теоремы: проек- 


` ция на ось Ос ломаной ОАЛ`равна проекции ее замыкающей ОТ: 
пр ОР == пр ОА + пр АД. 


Таким образом для умножения на единичный вектор теорема 
доказана. Чтобы распространить ее на произведение любых векто- 


— 
ров, заметим, что умножение на любой вектор С можно заменить 


— 
умножением на единичный вектор того же направления с с. 
последующим умножением на скаляр С: 


Р0’=(Ро). 0. 
1 Очевидно: 


- А 
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Действительно, по определению: 
—>-—> А 
РС =РОС соз (РС), 
—_— ^ 
Ре = Рсоз (Ре), 


| — — л ^ 
и при одном направлении С и с угол РС = Ре. 


—> —>> — 
Разложим теперь умножение нашей суммы А + В на вектор С 
на эти две операции, т. е. умножим ее сначала на единичный 


— 
вектор с, & затем на скаляр О. При первом умножении распреде- 
лительное свойство сохранится по доказанному: 


| +В) =Ас- В, 

а при втором умножении мы имеем дело уже с умножением чисел, 
и справедливость его следует из законов арифметики: | 
+86) = Ас0+ Всб. 

Итак, 
(+В). (= Асс + Веб, _ 
откуда прямо следует: | 
| +В)0= Аб + БС. 
4. При доказательстве предыдущей теоремы мы должны были 


воспользоваться вспомогательным положением, которое, однако, и 
само по себе очень интересно: 
—>- >> 
РО =(Рое) С. 
Чтобы умножить вектор скалярно на вектор, надо умножить его 
на единичный вектор того же направления и полученное произве- 
дение умножить на скаляр вектора. Эту теорему можно предста- 
вить в несколько более общей форме: 
ТЕОРЕМА. Чтобы умножить (или разделить) скалярное про- 
чззедение векторов на скаляр, достаточно умножить (илы разде- 
лить) на этот скаляр один из множителей: 


ЯВт=А. (Вт). 


Чтобы доказать эту теорему, достаточно вычислить отдельно, 
левую и правую части этого равенства: 


(А В) т= АВ ©0$ (АВ). т, 
А. (Вт) -А. (Вт ъ) — АВт со3$ (А, | 
при этом углы равны: 
АВ=АЬ, 
так как векторы В И ф-одного направления. 
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В этой- форме мы имеем сочетательный закон. умножения. 

$ 3. Скалярное умножение векторов, заданных евоими коорди- 
натами. Теорию действий -над векторами можно излагать или гео- 
метрически, пользуясь представлением векторов в виде направлен- 
ных отрезков, или алгебраически, определяя их координатами. Обе 
эти теории, как мы уже говорили, должны развиваться параллельно. 
Мы только что построили геометрическую теорию скалярного 
умножения векторов,— теперь нам надо перейти к алгебраической 
стороне ее. Мы увидим, что наша задача сейчас же получит 
решение на основе теоремы о распределительности умножения. 

Итак, пусть наши векторы даны своими координатами: 


ы 


А = А А», Аз}, В = | В. В», Вз}. 


Как вычислить скалярное произведение их? 

На этот основной вопрос отвечает теорема. | 

ТЕОРЕМА. Скалярное произведение векторов равно сумме пар- 
ных произгедений одноименных координат: 


АВ = 4,В, + 4,Б, + АзВ.. (2) 
Действительно, 
А.В = (Ане Ай + АЗ) (В В+ В, 
В силу теоремы фаспределительности суммы векторов умно- 


жаются, как многочлены. 
Значит: 
> —> + зо . 
А.В = А.В, - А.В - А.В, + 
+ А,Вьу + АВ. + А-В 
-- А.Вий + А.Вий + А,ВЬКЙ. 
При этом мы воспользовались теоремой об умножении скаляр- 
ного произведения векторов на скаляр. Скалярное произведение 
перпендикулярных векторов равно нулю, а наши основные векторы 


‚, ), Е взаимно ортогональны. Значит, в таблице пропадут все 
члены кроме тех, что стоят на главной диагонали: 


1] =0, 78 =0, № =0. 
С другой стороны, наши векторы +, ], Е — единичные, и по 
определению скалярного произведения [формула (1)] 
| $.:1=1, 7:71 =1, К.К =1, . 
так как В этом случае угол между двумя множителями (угол век- 


тора с самим собой) равен нулю, а его косинус. равен единице. 
Таким образом непосредственно получается формула (2). 
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ПРИЛОЖЕНИЯ. 


Г. Скалярный квадрат. Прилагая обычное определение степени, 
мы Назовем скалярное произведение вектора самого на себя его 
квадратом. Собственно, надо было бы добавить: скалярным квадра- 
том, так как кроме скалярного существует и векторное произведе- 
ние, но мы`увидим, что векторное произведение двух одинаковых 
векторов всегда равно нулю, следовательно, говорить 0 векторном. 
квадрате не имеет смысла. Мы будем поэтому скалярный квадрат 
называть просто квадратом. 

Применяя формулу (2), имеем: 


= ААА, А+ Д,2. 


С другой стороны, по определению скалярного произведения (1) 
® 
‘имеем: 


— — => 
А4?= А.А = А*®. 
Таким образом мы имеем формулу для определения ‘скаляра, 


вектора: 
А? = А, А? + А... ‚ (3) 


Примечание. БВ векторном обозначении. мы имеем 
любопытное равенство: 
7 — 
- А? = А?, 
и значит, | 
А-УД. (4 


Здесь нельзя извлечь квадратный корень; причиной этому 
является невозможность определить обратные действия в век- 
торном анализе (см. далее). 


П. Определение угла между векторами. Формулы (1) и (2) по- 
зволяют опредёлить косинуе угла между векторами по их коорди- 
натам. 


Пусть даны два вектора А и В, тогда в силу формулы (1) 


— - ^ 
А.Б = АВ со$ (АБВ). 


Отеюда 
^ ——> 
с0$ (А В) = АВ 
В 
или по формуле (4): 
^ —>— 
с05 (4 В) = АВ 
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Если сюда ‘подставить полные выражения (2) и (3) для скаляр- 
ных произведений, то мы получим формулу аналитической гео- 
метрии: 


^ 
соз (в) В + 4.В + 448, | 
Уд: + 4,24 А, И В, -- В, + В,? 


Упраэюнения. Полученные формулы дают возможность решить 
некоторые задачи. | 
1. Показать перпендикулярность векторов: 


А= (1,—2, 1), В=(, 3, 4). 
2. Найти угол между векторами: 


А = (2, 3,-3), В=(-—3 11) 


й 3 и р. 
Ответ. „ соз (А В) = ————. 
. 11 -- 
. —>— 
3. Показать, что при изменении параметра # конец вектора М 
опишет прямую, параллельную вектору а« и проходящую через 
точку 4, если 
— — — 
М =А-+а-4. (6) 
Равенство (6) можно назвать векторным уравнением 
прямой. _. 
4. Составить векторное уравнение прямой, проходящей через 


две точки 4 и В, соответственно заданные векторами 4 и В. 
— —> — — 
Ответ. М=А-+Е(В— А). 
5. Найти угол между прямыми: 
— — — — — — 
М=А+а, №М=В+ВЬь 
если координаты этих векторов даны таблицей: 


4 1 |} 
А 1 2 1 
В —1 1 1 
В 1 2 2 
Ответ. 05 ет. 


- „2 — — < 
6. Найти угол между прямой М = А-а. и прамой, соединяю- 
щей точки 4 и В, если координаты всех векторов даны таблицей 
задачи 5. 


_ ААы 
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Отвёт. 608 ф = _*_ . 


зу 5 


: — 
7. Показать, что конец вектора М, удовлетворяющего уравне- 
НИЮ 


Ма=р, (7) 


| — 
лежит в плоскости, перпендикулярной к вектору а, плоскость про- 
ходит на расстоянии 


р 
Из 
от начала координат. 
Уравнение (7) можно назвать векторным уравнением 
ПЛОСКОСТИ. 


. —> 
8. Показать, что конец вектора М при всех значениях пара- 
метров и и © лежит в плоскости, проходящей через точку 4, 


о = — 
параллельно векторам а и В, если 


М Ачиач ов. 


9. Найти угол между прямой д 
, — > —> 
оС М А-а! `` 
и плоскостью 0 [2 
——> 
№6 =, Черт. 14. 


если все векторы заданы координатами таблицы задачи 5. 


Ответ. ше=Ь—о. 


10. Найти точку пересечения прямой (6) и плоскости (7). 
Ответ. Точка лежит на прямой (6) со значением параметра 


11. Дан треугольник ОАВ`(черт. 14). Тогда 


возведем в квадрат обе части: 


48 —(00+08»—40+940.08+ В», 
или по формуле (1): 


ео ^^ 
АВ? = ОА? -- ОВ + 2ОА ОВ соз ДОВ: 


32 ЗЕКТОРНАЯ АЛТЕБРА 


Здесь чертой над буквами (а не стрелкой) обозначена абсо- 


лютная величина вектора... 


Вывести таким же образом формулу для квадрата стороны 


четырехугольника. | | 
12. Дан параллелограм ОАСВ (черт. 15). Тогда 


_бА=ВС=А, ОВ=АС-В, 
09=А-чВ, АВВ. | 
Истолковаль геометрически формулы: | 
7! ( — > — — > — 
› (А+В»+(Аа- В) =2(43-+ В), 
_ “+В (А-В ЕААВ 
Черт. 15. (А-В) (А— В) = А*— В?. 
Какой вид примет последнее из этих равенств для 
когда А = В? 


# 


ромба, 


Глава Ш. ВЕКТОРНОЕ УМНОЖЕНИЕ. 


$ 1. Внешнее произведение. Мы переходим теперь ко второму 
виду произведения векторов— к так называемому внешнему или 
векторному произведению. В векторном произведении мы имеем 
высшую ступень действия над векторами, и вместе со скалярвым 
произведением оно представляет как.б ключ ко всей векторной 
алгебре. Можно сказать более: в противоположность скалярному 
произведению, результатом которого является скаляр — уже изве- 
стная нам величина, здесь мы имеем расширение той области, которую 
мы рассматривали. Векторное произведение выводит нас из того . 
круга идей -—оскаляры, векторы; — в котором мы вращались, . оно. 
родит понатие нового, так называемого  плоскостного или акси-. 
ального вектора (в противоположность линейным или поляр- 


ее реак < ` 


пым векторам, которые мы до сих пор рассматривали). В этом, 
смысле скалярному и векторному произведениям можно дать назва- 
ние внутреннего и внешнего произведения. 

От скаляров мы. перешли к линейным (полярным) векторам, — 
это было первое расширение области рассматриваемых величин. 
Сложение скаляров: или векторов оставляет нас в той же области, 
к которой принадлежат заданные величины. Сумма скаларов: есть’ 
скаляр, сумма полярных векторов — полярный вектор. В ином по- 
ложении находится умножение. Произведение скаляров есть ска- 
ляр, но произведение линейных (полярных) векторов уже не при- 
надлежит к той же области векторов; оно или возвращает нас назад 
в скалярам, — это внутреннее, или скалярное произведение, или вы- 
водит. нас за пределы рассматриваемых величин, дает новое 0боб- 
щение — плоскостные (аксиальные) векторы, —это внешнее про- 
изведение. 

Мы пришли в скалярному произведению, рассматривая конкрет- 
ную задачу — определение работы силы при заданном перемещении 
точки. Такой же путь приведет нас к созданию и векторного про- 
изведения, и здесь наша задача еще облегчается, —мы можем 
остаться в области чисто геометрических представлений. 


И 

Пусть даны два вектора А и.В (черт. 16). Эти два вектора 
определяют параллелограм ОАСВ. Мы уже пользовались им при опре- 
делении сложения векторов, но тогда мы из всего построения брали 
только диагональ ОС, которая и давала нам сумму векторов. Теперь 
нам понадобится сам параллелограм как некоторая фигура, как 


определенным образом ‘направленный в пространстве кусок пло- 
скости. 


Векторный анализ. | | 3 
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До сих пор мы 
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рассматривали векторы как направленные отрез- } 


ки прямых, — нельзя ли распространить это попятие на куски. 


плоскостей? 


Понятие вектора, мы видели, содержит три момента: 

1) скаляр вектора — длина, отрезка, - 

2) положение (направление) вектора; определяется той прямой, 
на которой’ лежит вектор, 


3) смысл движ 


ения; определяется положительным направлением 


на прямой (направление вектора на прямой). . 
° Вее эти элементы можно найти в том куске плоскости, который 


нам задан в виде 


параллелограма ОАСВ. 


1. Скаляр вектора, конечно, будет определяться величиной пло- 
щади параллелограма. -_ 


Положение 


(направление) вектора в пространстве опреде- 


ляется той плоскостью, в которой лежит нал параллелограм. 

3. Груднее всего заметить положительное направление вектора 
ИЛИ, лучше, возможность двух смыслов движения, но и это сейчас 
%е можно установить. Положительное направление отрезка уста- 


7 [А 
РАН 
й В 

Черт. 16. 


можно делать тол 
будет по движе 
направлении. 


навливается движением‘ от начала вектора к его 
концу. Будем считать, что наш параллелограм 
тоже определен движением — именно движением 
точки вокруг нашей площади по контуру па- 
раллелограма (по его периметру). Из какой бы 
точЕи контура ни начинать этот обход, его 
ько в одном из двух направлений: если одно 
нию стрелки часов, то другое —в обратном 


При этом, очевидно, самая фигура параллелограма не имеет 
значения. Вместо параллелограма мы можем взять, например, ква- 


драт или круг с 


ТОЙ же площадь ю. Параллельные плоскости, 


‘как ранее параллельные прямые, будут ‘считаться эквивалентными 
в смысле, своего положения в пространстве (направлении). 


2 


& не вектор-прямую. Те векторы, которые геометрически изобра- 
жаются отрезками прямой, которые мы до сих пор рассматривали, 


> 
— 


куском направленной плоскости, носят название аксиальных 


| векторов. Примером таких векторов могут служить: скорость вра- 
 Щения, момент пары сил ит. д. Во всех этих случаях нетрудпо 


Аксиальный вектор, определяемый двумя полярными векторами, 


ешним произведением. 


$ 2. Акеиальные и дополнительные полярные векторы. Внешнее 
произведение полярных векторов приводит, как мы ТОЛЬКО что ВИ. 


| 
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р 
ели, в новым — аксиальным векторам. Таким образом мы стоим 
перед задачей рассмотрения основных свойств этих новых векторов, 
определения основных действии над ними, введения для них коор- 
динатного определения. | 

Все это можно было бы провести по тому же плану, как мы 

„нее сделали для полярных векторов, но мы можем`рто сделаль 
гораздо быстрее и проще, если воспользуемся понятием допол- 
нительных векторов. Вместе с тем и само по себе это понятие 
чрезвычайно важно, оно в сущности позволяет совершенно исклю- 
чить из рассмотрения аксиальные векторы. Все дело в том, что в. 
нашем трехмерном пространстве каждой плоскости можно поставить 
в соответствие одну строго определенную прямую — перпендикуляр. 
к плоскости. Заметим мимоходом, что это обстоятельство представляет 
счастливую особенность трехмерного пространства, —в четырех- 
мерном, например, это. уже невозможно. Итак: 

1) если дан аэксиальный вектор, вусок направленной плоскости 
(например параллелограм ОАСВ), то мы восставим Е этой плоско- 
сти перпендикуляр, — он . даст направление (положение в про-. 
странстве) дополнительного полярного вектора; _ 

2) скаляры обоих векторов должны быть равны. Конечно, каж- 
- дый из этих скаляров измерен в своих единицах: площадь 
зксиального вектора — в квадратных единицах, длина полярного 
вектора —в линейных, и равенство скаляров есть равенство их 
численных величин, измеренных В каком-либо выбранном мас- 
штабе; наконец 

3) надо установить положительное направление (смысл движе- 
ния) полярнего вектора, и это можно связать единственным обра- 
зом с положительным направлением (положительный обход) акси- 
ального вектора. Для этого надо выбрать нормальный координатный 
трехгранник. - 
` Все прямые трехгранные углы нашего пространства делятся на 
два класса — правые и левые. Трехгранные углы одного класса 
могут быть совмещены непрерывным движением, трехгранные углы 
двух разных классов не могут быть совмещены. Будем называть 
три ребра нашего трехграиного угла т, 7, 2. Мы можем всегда со- 
вместить непрерывным движением положительные направления 
двух прямых — например две оси абсцисс наших трехгранников. 
Вращая один из них около своей оси абсцисс, мы достигнем того, 
что положительные направления осей ординат совпадут. При этом 
обе оси аппликат (оси 2) будут лежать на одней прямой—на общем 
перпендикуляре к осям х и 7, но на этой прямой эти оси 2 могут 
иметь одно направление или два противоположных. Если они имеют 
одно направление, то два трехгранника принадлежат к одному 
классу; если они направлены В противоположные стороны, то 
два трехгранника не могут быть совмещены, — один трехгранник 
является в таком случае зеркальным отображением другого (изобра- 
жение в зеркале). 

Невозможно точным определением или описанием выделить один 
из этих классов, т, е. нельзя рассказать, какой трехгранниЕв 
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р ` =. 


— 
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`’ и“ 
правый и какой левый. Можно только дать чертеж (черт. 17) или 
указать на какой-либо известный предмет. Так, большой, указа- 
тельный и средний пальцы правой руки могут быть приведены в 
положение ребер правого трехгранника, левой руки — левого трех- 
гранника. . —. - 

Условимся считать в плоскости ту положительное вращение 
(положительный обход) от положительного направления оси абецисс 
Е положительному направлению оси ординат. 

При таком условии положительное направление оси 
аппликат дает направление дополнительного по- 
лярного вектора. | 
_ Эту связь’ между вращением (положительный обход аксиального 
вектора) и поступательным движением (положительное направление 
дополнительного полярного вектора) можно иллюстрировать правым 
(обыкновенный буравчик) или левым винтовым движением. Ветви 

ели или сосны располагаются на ство- 
2 ле, следуя тому или другому из этих 
двух движений. 

Как видим, чтобы установить един- 
ственным образом положительное на- 
правление полярного вектора, дополни- 

7 тельного в данному аксиальному, надо 
И, левый х правый выбрать определенную (правую или 
левую) систему координат. 

Черт. 17. В этом отношении нет прочно уста- 

_ новленного обычая. В Англии употре- 
бительна правая система координат, на континенте — преимуще- 
ственно левая, по в Германии за последнее время стали пере- 
ходить к правой системе. У нас в математических сочинениях 
встречается левая система, в работах по механике нередко упо- 
требляется правая. 

Уеловие. Услозимся в выборе ле:ой системы координат, 

При этом условии ополнительный полярный вектор может быть 
определен следующим образом: | 

Определение. Полярный вектор, дополнительный к данному акси- 
альному ‘вектору, имеет: | -- 
| 1) скаляр, численно (в масштабе, заданном системой координат) . 
равный скаляру аксиального вектора, | 

2) расположен на прямой, перпендикулярной в плоскости акси- 
ального вектора, и | 

3) положительное направление его выбрано так, что с вершины 
(конца) полярного вектора положительный’ обход аксиального век- 
тора виден в виде вращения в положительном направлении, т. е. 
по движению стрелки часов. . 

Очевидно, что этим условием мы каждому аксиальному вектору 
ставим в соответствие единственный дополнительный полярный * 
вектор; более того, каждому полярному вектору соответствует в 
силу этого условия единственный аксиальный вектор, который 
тоже можно назвать дополнительным в данному полярному вектору. 


Ра 
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Вот это понятие взаимно дополнительных векторов чрезвычайно 
облегчает установление основных действий над аксиальными век- 
торами. Вместо того чтобы заново говорить о сумме или разности, 
аэксиальных векторов, мы построим к ним дополнительные полярные 
векторы, сложим или вычтем эти последние по установленным пра- 
вилам;. & затем к полученной сумме или разности построим допол- 
нительный аксиальный вектор. Этот аксиальный вектор мы и будем 
называть суммой или разностью аксиальных векторов. 

Таким образом можно установить, например, что всякий акси- 
альный вектор может быть разложен на сумму трех компонен- 
тов— его проекций на три. плоскости координат и т. д. | 

Понятие дополнительного полярного вектора нозволяет еще 
иначе формулировать положительное направление аксиального век- 
тора, именно: можно говорить о двух сторонах плоскости (подобно 
двум направлениям прямой), считая положительной ту сторону, ко- 
торая обращена к дополнительному поларному вектору. 


3 За. 
Упраоюнения. 1. Даны два аксиальных вектора А и ВБ. Показать, 
что аксиальный вектор 


2 > ` 
ХА УВ 
при всякой величине скаляров х и у лежит в плоскости, парал- 
| | == 


лельной линии пересечения плоскостей основных векторов А иБ. - 


| = = 

2. Три аксиальных вектора 4, Ви С суть боковые грани трех- 
гранной призмы, причем положительные стороны их суть внешние 
стороны этих боковых граней. Показать, что 


= = 
$ 3. Векторное произведение. Внутреннее или скалярное произве- 
р 


—> — 
дение двух полярных векторов Ди В есть. скаляр (АВ); внешнее 


произведение их есть аксиальный вектор С. Его обозначают, за- 
ключая множители в квадратные скобки: 


>> 3 
[4В] =С. - 
+ | р 
Аксиальному вектору С соответствует единственный дополни- 
—_ . . 
тельный полярный вектор С. Этот вектор можно назвать вектор- 


— —> 
ным произведением векторов Ди В и обозначить косым 
крестиком: ^ 
— — —> 
| Ах В =<С. 
Полное соответствие между аксиальными и дополнительными 


полярными векторами (каждому аксиальному соответствует один 
полярный и наоборот) позволит нам совершенно изгнать из уно- 


и . я - | 
ч 
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требления аксиальные векторы, т. е. во всех случаях заменять 
их дополнительными полярными векторами. о 
Таким образом для простоты в дальнейшем мы будем без раз- 
личия называть внешнее или векторное произведение: 
. _- —> — 
с [468] = Ах В. 
Определение. Внешним или векторным произведением двух век- 
—> —> —> 
торов Ап Б называется такой вектор С: 
` —-—> —> —_ — 
который, во-первых, имеет скаляр, численно раввый площади парал- 
лелограма, построенного на векторах А и В, т. е. 


7 
С = АВ эщ (АВ), , (1) 
во-вторых, лежит на прямой, перпендикулярной к каждому из 


=> —> 
множителей А и ВБ, и | 
В-третьих, имеет на этой прямой положительным такое направлепие, 


—> — , —> 
что © конца вектора С вращение от вектора Ак вектору В ° (че- 
рез острый угол) видно в положительном направлении (т. е. по. 


<> и —> —> — \ 
часовой стрелке), иначе говоря, три вектора А, Вис образуют 
нормальный (левый) трехгранник. ` 


Примечание. По существу внешнее произведение есть 
авсиальный ‘вектор, который мы заменяем дополнительным по- 
лярным вектором. Этот полярный вектор не тождественен со 
своим дополнительным аксиальным. Это видно хотя бы из 
того, что с изменением координатного трехгранника с левого 
на правый все дополнительные полярные векторы изменяют 

__ @вое направление. | | 


`.. 8 4, Основные евойства векторного произведения. 1. Из опре- 
деления векторного произведения, именно из формулы (1), сейчас 
же следует, что векторное произведение обращается в нуль, ‘если 
^ | 
п (АВ) = 0, 
— —> 
т. е. если векторы А и В параллельны: 


< 


т 


—. 


[АВ] = 0, если А | В. 


Векторное произведение обладает наибольшим -скаляром, если 
его множители перпендикулярны. Его скаляр равен в этом случае 
произведению скаляров своих множителей: 


С = АВ. 


Во всех остальных случаях скаляр векторного произведения 
меньше произведения скаляров множителей. 


_- 
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о Чтобы умноэюить векторное прочз`едение на скаляр, доета- 
точно умнооюить на этот скаляр один из его множителей. 

Действительно, нетрудно’ заметить, что от изменения скаляра. 
того или другого из множителей ‚направление произведения не’ | 
изменится, & его скаляр умножится на то же число. 

3. Переместительность не ‘сохраняется. 

ТЕОРЕМА. От терестанозки множителей векторное произ-ев- 
дение меняет знак: - 


[АВ] = —[В4]. | (2) 
Действительно, положительный обход в плоскости аксиального 


Г ——> —> —> __ 
вектора [АВ] устанавливается от вектора. 4 к вектору В, т. е. от 
первого множителя ко второму (черт. 18): Если мы множители пе- 
реставим, то и паправление поло- 
жительного вращения в плоскости 
изменится на обратное, и аксиальный 
вектор изменит знак. Дополнитель- 
ный Полярный вектор изменит свое 
направление на обратное. 

Это следует также непосред- 
ственно из определения` векторного 
произведения, данного в предыдущем 
параграфе. 

Таким образом по своим свой- 
ствам векторное произведение рез- 


< 


Черт. 18. 


ко отличается от обычного арифметического произведения. Тем 


более приятно, что теорема распределительности для него сохраняет 
свою силу. 


4. ТЕОРЕМА (распределительности). 


. — — > 

Для любых трет векторов А, В, С справедлиго тозедестсо: 
>. > —> —> —> —> — . 
(А-В хС=АХС-чВХС. (3) 

Примечание. Переставлять множители нельзя! 


Эта теорема имеет такое же большое значение для векторного 
произведения, как и для скалярного. Поэтому мы дадим здесь два. 
доказательства. Одно будет рассматривать внешнее произведение 
как аксиальный вектор. Оно очень просто и остроумно, но требует 
некоторого знакомства с аксиальными векторами. Второе опери- 
рует только с полярными векторами и потому несколько более 
сложно. 

Первое доказательство. Мы начнем его с небольшой 
леммы, которая почти очевидна. - 

ЛЕММА. Сумма аксцальных вектороз равна нулю, если сумма ит 
проекций на любую плоскость равна нулю. 

Эта лемма непосредственно следует из правила сложения век- 
торов, заданных своими компонентами. Компонентами аксиального 
вектора являются его три проекции на координатные плоскости, 


, 


` 


г 
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Сумма одноименных компонентов слагаемых есть компонент суммы 
векторов. По условию сумма проекций векторов на любую нлоскость 
равна нулю. Следовательно, все компоненты суммы равны вулю, 
и сумма векторов. равна нулю. | 


Перейдем теперь к доказательству самой теоремы. 
Пусть (черт. 19) `- 


А=0А, В=АФ, @=06= АЕ 
суть данные векторы. Следовательно, 
00 =бА+-Ар-А-нВ 


—> —> 
— сумма векторов АиВ. Формулу. (10) можно переписать также 
`в виде: — | 


0рхб=0Ахб+ Ах б | (3/) 


Перенесем все члены в одну часть, изменив знак (т. е. вычтем 


и 


из обеих частей равенства (3?) орхС ): 


„=“ ^. 


„2 ОАХО+ Ах х 6—0. (4) 


р Очевидно, 


р0х0=—00хд 


с —> 
С Е ибо с изменением знака ОШ все произведение изме- 
Черт. 19. НиТ знак (изменится порядок обхода в плоскости 
| аксиального вектора). 
Каждое из произведений в левой части равенства (4) предста- 
вляет направленный параллелограм: 


—> — 2 
бах 0б = бАЕб, 
Архб= Арх АЕ АБРЕ, о 


20 х С = Р0,х ОР = БОР; 


. При этом порядок букв в правой части означает направлепие пб- 


ложительного обхода в плоскости аксиального вектора. Пользуясь 
правилом построения дополнительного полярного вектора, можно 


= 


сказать, что у первых двух параллелограмов ОАЕС и АШЕЕ поло- ` 


жительная сторона — передняя, а у. параллелограма РОСЕ положи-’ 


‚ тельная сторона—задняя. Иначе можно сказать, что положительной 


стороной является внешняя сторона боковой поверхности нашей 
призмы. 


Добавим теперь к нашей сумме (4) два равных и противойо- 


ложных аксиальных вектора — основания нашей призмы: 


-— — - 


ОРА-- СЕР=0, 


+ 


— 
® * 


\ | ` 
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причем за положительную сторону примем опять внешнюю сторону 
поверхности призмы, т. е. верхнюю сторону треугольника ОЛА и 
нижнюю— треугольника СЕЁ. 
Таким образом -нам предстоит доказать равенство: 
ОАЕС + АОЕЕ -- РОСЕ -- ОРА + СЕЁЕ =0; 
`но это равенство непосредственно следует из нашей леммы. Дей- 
ствительно, спроектируем всю нашу фигуру (призму) на какую-либо 
плоскость, например на плоскость нашего чертежа. Сам черт.. 19, 
если его рассматривать как плоский чертеж, представляет такую 
проекцию. При этом, очевидно; каждая точка нашего пятиугольника 
ОСЕЕО есть проекция двух точек поверхности призмы. Иначе го- 
воря, этот пятиугольник покрыт проекцией дважды: две передние 
грани ОАЕС и АРЕЕ и верхнее основание ОРА проектируются- 
на положительную сторону плоскости пятиугольника, — если ечи- 
тать положительной ту сторону чертежа, которая обращена к нам; 
задняя грань. ДОСЕ и нижнее основание СЕЕ проектируются на 
отрицательную сторону плоскости пятиугольника. Лучше сказаль, 
первые три ‘аксиальных вектора в проекции дают вевторы с поло- 


< 


жительным обходом — по часовой стрелке (при нашей точке зрения 


на чертеж), два последние дают веЕторы ‘равной площади, но с. 


обходом против стрелки часов, т. е. ‘другого. знака. Значит, сумма 
проекций равна нулю, & в силу нашей леммы и сумма рассматри- 


ваемых аксиальных векторов (полная поверхность призмы) есть . 


нуль. Отнимая обратно два основания (которые в сумме равны 
нулю), придем к тому равенству, которое нам надо было доказать. 

Второе доказательство. В первом доказательстве мы 
пользовались понятием аксиального вектора, но можно обойтись 
и без него, и так как в дальнейшем мы будем говорить только. 
о полярных векторах, то естественно будет и при доказательстве 


этой теоремы обойтись без ‘свылки на векторы другой природы. *. 
И это доказательство мы можем разложить на несколько шагов. 


1. Заметим прежде всего, что теорему достаточно доказать для 
умножения на единичный вектор (скаляр которого или длина его 
равны единице), чтобы она была доказана в общем случае. 

Действительно, два произведения 


—> `—> — > 
 АХхСиАхс, 


_ 
где с—единичный вектор того же направления, каки С: 
— —> 
О = в С 
— лва-эти произведения отличаются друг от друга только величиной 


скаляра; оба произведения (полярные , дополнительные векторы) 
расположены на одной и той же прямой, перпендикулярной к обоим 


множителям Аи С и, следовательно, перпендикулярной и к век- 


— “ 
тору с; положительптые направления того и другого произведения на 


— 


И... ЗЫ 
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этой прямой совпадают, ибо определяются по одному и тому же 


- . ` > —> 
правилу (ибо положительные направления Сис совпадают). Что 
касается скаляра, то он, конечно, не один и тот-же у обоих про-. 


№ = ‚ — —> 
изведений. Скаляр первого произведения А ХС равен 


/ 


АС шт (АС). ^ 


„7“ 


= = 


- у —> _ ` - `` \ 
Для второго произведения А хжс угол останется тот‘ же: 
Л Л > = 
АС = Ас (ибо направление вектора сто же), но скаляр вектора с 


О’. 
равен единице, а потому скаляр произведения А Х с будет мень- 
ше в С раз: 


А НИ (АС). 
значит: | 


хо = [48 с. о 


. . й ь . _ 
Пусть теорема доказана для умножения на единичный вектор с: ` 


— о “ 
(АВ) хе = Ахе+Вхе. 
Умножим обе части равенства на скаляр С: 
—> — —> —> — — — 
(А-В) хеС =АхеС+ Вх с С, 
и в силу формулы (5) непосредственно получим: 
: ` > < — — — — — 
(А-В ХС=АХС-+ВХО. 
2. Рассмотрим теперь подробнее, как строится векторное произ- 
ведение при умножении на единичный вектор. Как мы видели, 


— 


скаляр произведения А хс равен: 


. „Л л ^ 
А з1п (Ас, = А ©0з |145). - 


, } —> 
Значит, мы можем получить этот скаляр, проектируя вектор А 

— 
на плоскость (Р), перпендикулярную к вектору с (черт. 20). 


й 


Действительно, очевидно, ` 
_ ДАбА=-5-—А0% 
ОА;, проекция ОА, вычислена по формуле: 


—^— 
ОА, =ОАс05(А,0А). 


\ 


% 
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Вектор д (проекция вектора ОА на плоскость Р) имеет скаляр 
нашего произведения Ах с, но ‘ие з имеет необходимого наиравления: 
ОА, перпендикулярно к вектору в (ибо лежит. в плоскости Р, пер- 


—> 


пендикулярной к в), но не перпендикулярно кв вектору 4. 
Чтобы получить необходимое направление (перпендикулярное 


и Е с, и Е А), нам надо только повернуть ОА, на прямой угол 


‹ —  — 
около точки О в положение ОАД.. Тогда ОА» будет перпендикулярно 
к плоскости АО4Д, и, следовательно, перпендикулярно И к. век- 


тору А. Новый вектор сохранит перпендикуларность к вектору с, ибо 
попрежнему будет лежать в плоскости Р. 
Наконец, нетрудно заметить, что, поворачивая его по часовой : 


стрелке (если смотреть с вершины вектора с), мы получим поло- 
жительное направление произведения 


о — <. 
сх, 

поворачивая его против часовой стрел- 
ки, — положительное направление произ- 
ведения | 


— -— 
А Хе. 
И _ . 
Итак, векторное произведение любого вектора 4 наединичный 
—> . - 
вектор с. 
— => | 
АХе - 7 
можно получить таким построением: = , 
а) вектор. А проектируем на плоскость Р,` перпендикулярно 
к вектору в, в положение А. 
— 
Ъ) проекцию А, поворачиваем около прямой с на 90° против 


=> 
часовой стрелки в положение 4»: 


А, = А хе. 


3. Теперь доказательство нашей теоремы не представит труда. 
Пусть 


А-В =, . 
следовательно, А и В суть две стороны параллелограма ОАОВ 


—> 
черт. 21), а Л — его диагональ. 


_ ква 


‘равно: 
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— -— 


. —_—> —» 
_ Умножаем все три вектора А, Вир на единичный вектор с. 
Нам надо доказать, что 


ы , - А Хх 
> - 

т, е. что эти три вектора А Жс 
ог 


стороны и диагональ некоторого параллелограма. 
Но это очевидно! . - 


. > > -< —_ 
Действительно, чтобы умножить векторы 4, В, Г на вектор с, 
надо: 


&) спроектировать эти векторы На плоскость Р, перпендикуляр- 
—, | 
ную Е вектору с, и | р К 
ъ) повернуть их на 90° против часовой стрелки, если смотреть 
—^ — 
с вершины вектора с. 


При ортогональном проектировании параллельные линии проек- 
тируются параллельными. Следовательно, параллелограм ОАШВ 


`. =: спроектируется в. виде парал- 


` $ ы 


он останется параллелограмом 
0.А.П.В. после поворота на 90°. 


-^ — => — — — — 
изведения 4 хе Вхси хе 
образуют параллелограм, и сле- 

‚довательно, теорема доказана. 

$ 5. Векторное умножение 
векторов, заданных евоими ко- 
ординатами. Нак и для скаляр- 
ного произведения, теорема рас- 
Чет. 21. | ‘Пределительности — открывает 


здесь путь для построения ал- 
гебраической теории: она позволяет дать правило вычисления 


координат произведения, если даны координаты множителей. 
ТЕОРЕМА. Векторное произзедение двух мноэюителей. 


ВВ, +), + ЕВ, 


— 


АХВ=: (А-В: — А.В.) 7 (АзВ, —41В,) + (А.В, — А,В,). (8) 


— — 
Для доказательства перемножим наши два вектора А и В. рас- 
сматривая их как суммы компонентов. В силу теоремы распреде- 
лительности эти суммы будут умножалься как многочлены, т. е. 


каждый член первой суммы будет умножаться на каждый член вт0- 
рой (только нельзя переставлять мноэюителей!). 


—> —> —> —> | 
‚БхеирОхс составляют две . 


—>>0  лелограма О. А,Ш.В,. Тем более. 


Таким образом векторные про-. 


; , _ 
х , ' . ` + 
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и 


Мы нолучим таблицу, подобную таблице на стр. 28: 


А х В — (Ат + 7А) КАз) Хх (+В, +В, + КВ.) — 
—= А.В $ хз+ А, В] хз + Аз В: Же 
+ А,Ва. ху - 4»В»1 ХУ АзВьв Ху + -  () 
+ А.В х В+ А, В. ЖЁ --А.ВзЁ Хх #. 


При этом скалярные множители везде вынесены вперед. Это 
возможно, ибо мы можем вместо умножения на вектор Ал ’умно- 
жить сначала на единичный вектор того же направления т и 
затем на скаляр вектора 4.. о 

Мы-знаем (5 4, п. 1), что векторное произведение параллель- 
ных векторов равно нулю: Следовательно, 

$х4=0, . 1х] =0, кхЕ=0, 
и в пашей таблице останется только 6 членов. ._ 

Далее, для наших трех единичных ортогональных векторов мы, 
имеем: - И 


$Х 1 =, ]1ХЁ=ь Ех =7, | 
хЕ=—й КХх]=-ф5 9ХхЁ=-). (8) 
Действительно: _ 


1. Наши векторы ортогональны; значит, скаляр векторного про- 
изведения равен произведению скаляров множителей (8 4, п. 1). Наши 
множители единичны (скаляры их равны единице). Следовательно, 
и скаляр произведения — единица. Этому формула (8) удовлетво- 
ряет.. / ‚о 

2. Векторное произведение есть вектор, перпендикулярный к обоим 
множителям. Это тоже выполнено в табл. (8), ибо: все наши век- 
торы 3, 7, Е взаимно перпендикулярны. | | 

3. Остается только выбор знака, т.е. установление положитель- 
ного направления на выбранной ‘прямой. Для этого существует 
несколько правил. | 

° Например: с конца векторного произведения вращение от пер- 
вого множителя ко второму видно в положительном направлении, 
т. е. так же, как с положительного ‘направления третьей оси видно 
вращение от. первой оси ко второи. 

Наши векторы 5,7, К имеют расположение осей нормального 
трехгранника (выбранной системы координат). Следовательно, и это 
требование выполнено, если множители идут в определенном по-, 
рядке [первая строка табл. (8)]. При перестановке множителей, 
естественно, знак произведения меняется [вторая строка табл. (8]]. 

Вносим теперь в табл. (7) значения (8), и мы получим: 


АхХВ = * — КА.В, + 1А.В, ` 
` -- А.В. * — АзВо =” 
—АыВь ААВ, 


= (АВ: — АзБз) 71 (АзВ. — А. Вз) (А.В, — 4,В. - (6’) 


^ 


1 
ы 


О ОИ ИОАКИМ КОАО «ООО о 
. ‹ 


МР СААР РАНЕ = ос о И 
ВО и оиии 
1 
` 


>» 
} 
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# 


$ 6. Замечание о вычислении векторного произведения, Полезно 
обратить внимание на составление формул (8) и в особенности 
последней формулы произведения (6). 
Основная идея, которая здесь проведена и значительно облег- 
чает запоминание их, есть идея круговой подстановки, 
Начнем с формул`(8): 
1х] =Ё, ]хХЁ=ь,: ЁЕХеЕ=1, (8’) 
Они содержат три буквы $, 7, К. Представим себе окружность (черт. 22), 


вдоль которой написаны буквы $5,7, Ё. Повернем окружность на 
120°, —там, где была буква $, станет 


\ буква 7; на место 7 пойдет №, и на ме- 
сто & — буква $. Такая замена называ- 

ется круговой подстановкой. 
Нетрудно заметить, что вторая фор- 


Черт. 33. мула (5) получается из первой именно 
| Такой подстановкой. 

Новый поворот на 10° приведет & на место 7, —на место К, 
)—на место 5; из второй формулы (8) получится третья. | 

Еще один поворот приведет нас в первоначальное положение. 

Таким образом надо запомнить только первую из этих формул, — 
две остальные можно писать прямо: они получаются круговой 
подстановкой. | 

Тот же прием применим и к правой части формулы (6): 


АХ В =+ (АБ, —4, 2) +1 (А.В, — А.В.) + ®(А.В,— А,В,). (6). 
Мы теперь напишем вдоль нашей окружности кроме букв +, 1, К 
еще три цифры 1, 2, 3 (черт. 23). Каждый ‚поворот на 120° за- 


меняет одновременно > | 
на 7,7 на К, К нази . 
вто же время 1 —на2, | 
2—на 3, 3— на 1. й | 
Если оставить А и ..3 
В на месте неизмеп- | Г 


\ 


ло, то эта подстанов- Черт. 23. 
ка из первой скобки 
правой части (6) дает вторую скобку, еще одна. подстановка (новый 
поворот на 120°), —и мы получим ‘третью скобку. 
Таким образом и здесь достаточно запомнить только первую 
скобку, — две остальные напишутся круговой заменой. 
Можно заметить некоторую правильность и в написании первой 
скобки — 
4 (А.В. — АВ). 


Так, второй член получается из первого перестановкой цифр 2 и3 
(или, что то же самое, перестановкой букв А-и В). Достаточно запо- 
мнить первый член, чтобы можно было сразу написать второй. 

Наконец, и первый член 


у 
$ 


АВ, | о 
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ы 


напишется просто: припишем букве $ указатель 1, 7 — указатель 2 
и & — указатель 3. Тогда в первом члене эти три указателя будут 
стоять в натуральном порядке: - 


5 А,В.. 


Эту идею можно развить. Припишем,` как мы условились, ука- 
затели буквам +, 7, К во всех членах: 

, 4.5: —чА.Вь - 72 А Ст — 7241 Вз — К.А 1В» — КА >В:. 

Мы видим: о 

1) все члены получаются перестановкой указателей 1, 2, 3; 

2) эти указатели переставлены всеми возможными способами: 
мы имеем всего 6 членов; это как раз число всех возможных пе- 
рестановок из 3. элементов: 


Рз=1.2.3 = 6; 


притом расположение этих указателей в каждом члене различное; 
3) наконец, можно отметить, ’что перестановка двух соседних ` 
указателей меняет знак. Например, первый и второй члены (ука- 
затели 2 и 3); второй и предпоследний члены (перестановка указа- 
телей Гиз) ит. д. 
Составленное по этим правилам из 9 элементов выражение но- 
сит название определителя, или детерминанта. Оно запи- 
сывается условно так: В 
5. 7 К 
АХхХВ= А, А. А. |. (9) 
В; В» В; 


В нем три строки и три столбца. Каждый член выражения: (6) 
содержит. по одному элементу из каждого столбца и из каждой 
строки, —= это прямо следует из наших трех правил. 

Выражение (6) представляет разложение определителя 
по элементам первой строки. | 

Условимся называть определителем второго порядка выражение: 
т — А.В, — А.В 
оно состоит, как мы видим, из двух произведений с разными зпа- 
ками, взятых по двум диагоналям нашего квадрата. 

В таком’ случае формулу (6) можно записать так: 


7 Е 1.4% _ АА 

—_ — . о, . 
АХ В=|А, А, А= в ВВ 
| . В 1-3 

| „Ва В Вз 

Нетрудно заметить, что каждый из элементов первой строки 
умножается на определитель второго порядка (так называемый ми- 
нор), который получается вычеркиванием той строки и того столбца, 
к которому принадлежит этот элемент. Например, для элемента 1: 


| А. Аь. 
Ве 


} 


г м 


“ 


и 
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и 


Онаки перед элементами по очереди меняются. ` 


Этим приемом можно пользоваться, чтобы составлять векторные } 


произведения при числовых заданиях. Нет надобпости тогда выпи- 


сывать весь определитель: сами заданные множители, подписанные ` 


один под другим, уже дают две последние строки его, как это легко 
увидеть на прилагаемой схеме: | 


4 Ё 
А=ЫУЕ БШ 1 
_> 
Мы вычеркиваем (мысленно) столбец, соответствующий опреде- 
ляемому компоненту, и перемножаем крест-накрест попарно осталь- 
ные координаты, взяв второе произгедение с обратным знаком. Для 


компонента ) оба произведения еще меняют зпак. 
Например, для первого компонента имеем схему: 


А=' 5 Е 
м и 
ИВ и 
=. 91 41—34 
Получаем: 


‚ ЯХВ= (9—4) 411549) = (00 -- 6) = 55 + 177+ 96%. 
` Упрежнения. 1. Вычислить произведения: 
` АхХВ=3 +718 Ахб-—в—6 

Вх (= 61—97 + 88, 


—> 


—> —> м 
если множители А, В, С заданы таблицей: - 


9-2 | 219 
`\} 2. Показать непосредственно; что векторное произведение А х В 
перпендикулярно к каждому из множителей Ди В (показать, что 
скалярные произведения вектора (=А х В на вектор А и на век- 


тор В равпы нулю). 


> —> 
Для векторов А и В взять числовые значения: . 
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3. Даны две прямые векторными уравнениями: 
М = А -|-. а, 
М=В- Ва. 
Показать, что прямая 
—> —> — 
| М =ах В1 
пенликулярна Е обеим заданным прямым. 
4. Через точку 4 провести прямую, перпендикуля 
— _ —> — 
М =ав М =В +. 


а В даны таблицей: 
А у 1 —2 
Г 3 38 3 
В —1 | 1 
5. Из начала координат опустить перпендикуляр на плоскость, 


заданную уравнением в параметрической форме: 


М = —_Ч- Ви + 
А 11—2| .2 


пер 
рную к прямым 


Векторы А а, 


Векторный анализ, 


— — 
свалярно два вектора А и В, то произве 
а не вектор. Он будет далее умножаться 
чего нового при дальнейшем умножении мы не получ 


> 
дело, если мы перемножим два вектора векториально: Ах В. 
есть снова вектор, притом, как мы видели, вектор. по существу: 
другой природы (аксиальный). Поэтому представляет большой инте-} 
рес исследовать дальнейшие произведения этого вектора на поляр 
ные и аксиальные векторы. | 


Рассмотрим прежде всего скалярное произведение аксиальног 
—> —> —> 
вектора 4 Хх В на полярный вектор С. Такое произведение назы 
— —> -> 
роизведением ‘трех векторов АД, В, С и обозна 


(АВО) =[АВ1О. . (1) 
Прежде всего нам надо показать, что 
действительно все. три множителя входят 
сюда равноправно, что мы в праве назы- 
вать его произведением трех множителей. 1 
Мы легко получим этот результат, 
выяснив геометрический смысл’ этого 
произведения. И 
Внешнее произведение [4.5] есть пло- 


В щадь (направленная) параллелограма, 
Черт. 24. ОАРВ, построенного на векторах А и В 
(черт. 24). | 
Мы заменяем его полярным вектором 
Г — А х В. 


Это вектор, перпендикулярный к плоскости параллелограма. 
Скалярное произведение 


[48] = 0 ` 
есть произведение скаляра первого множителя Е на длину проек- 
ции второго’ вектора С’на первый. Эта проекция С, как проекция 
вектора С на перпендикуляр к плоскости, равна расстоянию точки 
С (конца. вектора С) от плоскости параллелограма ОАПВ. у 


лен, если векторы А 
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— => >> 1. 
Построим параллелепипед на векторах А, В, С как на сторо- 
нах. Высота этого параллелепипела есть наша проекция Су, а пло- 
щадь основания (параллелограм ОАБВ) численно равна длине век- 


—> 
тора Е (т. е. в нашем масштабе измеряется одним числом). 
Итак, произведение | 
—>-> 
ЕС =ЕС . 
авно произведению основания параллелепипеда на его высоту, т. е. 
измеряет объем параллелепипеда. При этом существенно важно 


отметить, что наше скалярное произведение дает объем параллеле- 
попеда иногда с положительным, а иногда © отрицательным знаком. 


. _ >> 
_ Положительный знак получается, если угол между векторами Е иС 
острый, отрицательный, — если он тупой. При остром угле между 


— — — 
Е и ОС вектор С расположен по туже сторону плоскости ОАРВ, что и 


— . — — 
вектор Е, и следовательно, © его вершчны С вращение от АквВ 
будет видно так же, как и из точки Е, т. е. в положительном на- 


правлении. (по часовой стрелке). - 
Иными словами, произведение (АВС) положительно, если веЕ- 


> —> — - 
торы А, Ви С образуют нормальный трехгранник, Т. ©. такой, 
170 его можно непрерывно преобразовать до совпадения с выбран- 
ной системой координат, не обращая в нуль наше произведение, 
т. е. без того, чтобы во время преобразования один из векторов 
оказался в плоскости двух остальных. | 
Итак, имеем теорему. 
ТЕОРЕМА. Скалярное произведение трет мнооюителей 
Е ——>> ——> — 
1 
равно в выбранном масштабе объему пяраллеле питеда, построенного 


— 


— — | 
на векторах А, В, С как нл ребрах. Знак произзедения положите- 


— 


— — . 
‚ Ви С образют нормельный (у нас левый) 


трехгранник. 
Из теоремы следует, что абсолютная величина произведения 


` — — 


>>> — 

_ > - 
останется та же, в каком бы порядке мы ни брали множители 4, В, С. 
Что касается знака, то он будет в одних случаях положителен, в 
других ‘отрицателен, — это зависит от того, образуют ли наши три 
вектора, взятые в определенном порядке, нормальный трехгранник. 
Заметим, что оси левой системы координат расположены так, что 
они следуют одна за другой против часовой стрелки, если смотреть 

д* 


р ВОСК «СЛ 
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с вершины трехгранного угла (черт. 25). Порядок следования на 
нарушается, если мы начнем обход со второй оси или с третьей 
лишь бы он совершался в том же направлении, т. е. против часо- 
вой стрелки. При этом наши множители. переставляются в кру- 
говом порядке. . 

Итак, имеем теорему: 2 

ТЕОРЕМА. Круговая перестановка трех мноэюителей скалярнога 
произведения не меняет его величины. Перестановка двух соседних, 
множителей меняет знак произзедения: 3 


м) 


(480) - 804 - ©) - (68 - 840) ОВ 


Эта, теорема оправдывает название скалярного произведения трех] 


Формула для вычиеления скалярного произведения трех векто-. 
ров. Пусть наши векторы даны своими координатами: 


А = (4, А», Аз }. В = {в Бь, В, }, С = {с Су С,}. ] 
Вычислии последовательно наше произведение: 
(АВС) = [АВГО — АВА. 

По формуле для векторного произведения имеем: | 
Е | 
[ВС] = | В. В.Б, . (2) | 

12 9з | 


С другой стороны, скалярное произведение | 
вектора 


Черт. &5. 


Е=еЕ, Е, + Е, 
на вектор АД равно: 


АЕ — АЕ -- АЕ» -- АЕ; ох 


_, . 
т. е. мы получаем его, заменив в разложении вектора Ё на компо- 
ненты основные единичные векторы $, 1, соответствующими коор- | 


—> 

динатами вектора А. | 

— 

Применим этот прием к умножению вектора (2) на вектор 4. Мы | 
получим: | 


} 


—-> —> >> А; А» Аз 
АБО) = АВА! — В, В, В. |. | (3) 
ПРИ [0 
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— | 
Примеры.1. Вычислить (АВС) непосредственно и по формуле (3). 
\ 


ат т 
в 0 12 
12-112 


— 


Ответ. 10. 

| о. Найти объем параллелепипеда АВСРЕЕСН (где А иЕ, 
ВиЕ ит. д. — соответствующие точки нижнего и верхнего основа- 

ний), если даны координаты векторов: 


в=В 1 9-1 
0-9 9 2 


/ —> 


Ответ. [(8—1) @_в-9|=-3. 


Примечание. Хотя скалярное произведение, которое мы 
рассматривали в этом параграфе, есть скаляр, однако этот скаляр 
несколько другой природы, чем другие скаляры, например, по 
сравнению со скалярным произвёдением двух полярных векто- 
ров. Обычно скаляр, как число, не зависит от выбора системы 
координат. И здесь скалярное произведение трех множителей 
остается тем же при всяком повороте или переносе системы 
координат, но оно меняет знак, если мы левую систему коор- 
динат заменим правой. Такой скаляр иногда называют псевдо- 
скаляром. 

$ 2. Векторное произведение акеиального и полярного векторов. 
——>> 
Мы рассмотрели скаларное произведение аксиального вектора. [4.8] 


_, 

на полярный С; теперь нам надо перейти к векторному произве- 
дению их: 

——>> > 

| [АВ] Х С. 

Там мы получили прекрасное геометрическое истолкование произ- 
ведения, но сравнительно мало сделали для облегчения выкладов. 
Зало здесь мы дадим формулу — одну из немногих в векторной ал- 


гебре, — значительно облегчающую вычисление. 
ТЕОРЕМА. 


Ах 26! =8В (40) —С(АВ). (4) 


Мы хадим два доказательства этой теоремы; одно из них про- 
водится простыми векторными операциями и очень остроумно, 
другое представляет простую поверЕ7 равенства (4) и может рас- 
сматриваться как упражнение. 
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2 Е СЕВ 
Первое доказательство. Оно состоит из трех частей. | 
1. Мы исходим из положения, что векторное произведение пер-} 


пендикулярно к обоим своим множителям. В частности произве-! 
дение | 


Ре 


| _ ВзАх 9 


—- и . 
перпендикулярно ко второму множителю [ВС], но этот множитель | 
сам есть векторное ‘произведение, т. е. перпендикуляр к своим | 


—> —> ` , 
двум множителям Ви (. , 


` —> —>> — | 
Итав, три вектора Е, ВИС перпендикулярны в одному вектору | 


й 


——> - 
[ВС]. Следовательно, они лежат водной плоскости | 
(ибо все они имеют общее начало). . | 1 


В силу теоремы о векторах, лежащих в одной плоскости (гл. 1, 
У 4), мы имеем (это первый шаг): 
—> — _ ` . : 
Е = В + УС, (а) 
где хи у суть скаляры. _> 
Теперь потребуем, чтобы наше произведение Е было перпен- 
дикулярно в своему первому множителю А. Для этого_мы можем 
воспользоваться основным свойством скалярного произведения: 
скалярное произведение равно нулю тогда и только тогда, когда 


` множители взаимно перпендикулярны. 


Следовательно, мы имеем: 
——> 
ЕВА = 0, / 
>> 
или, подставляя вместо Е его выражение (а): 
— -—>-> 
(2В -- УС)А = 0, 
или в силу сочетательности умножения: 
. —>— ` ——>,` и 
2 (АВ) -- у(АС) =0. (5) 
Итак, неизвестные пока скаляры д иу удовлетворяют уравне- 


нию (Ъ). Мы можем разрешить его с помощью вспомогательного 
неизвестного д. 


т = (АС), 


у=— (АВ). (с) 
‚ Нетрудно видеть, что выражения (©) удовлетворяют уравне- 


нию (5) при всяком в. 


Подставляя эти выражения в фориулу (а), мы получин: 


—> 


Ее {В40) _сав)}. (а) 
_3. Заметим прежде всего, что знак ® не меняется, как бы мы 


" —> => => 
ни меняли множители А, В, С. 


Га 


| й 
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Действительно 
. — —> —>— | 

Е = АХ [ВС] ^ 

меняет своё направление на обратное при изменении направления 


одного из множителей, т. е. при перемене знака у скаляра А, В 
‚ или С; но тогда и скаляр вектора 


‚, —> >> —> >>> 
Е—=В(А0)— С (АВ) 
' 1 . . 
ь < 
меняет свой знак, а следовательно, г сохраняет прежний знак. 
Значит, чтобы определить знак в, достаточно определить его 
_ — > 
для какого-либо’ наиболее удобного расположения, вевторов А, В 
и С.—при всяком другом расположении знак г будет тот же самый. 
—> —> , 
Возьмем, например, векторы Ви С взаимно перпендикулярными 


—> 


— 
(черт. 26) и вектор А совпадающим по направлению с вектором С 
| —> 
и, следовательно, перпендикулярным Е В. 
—> —> | 77 
Тогда Е, как периендикулярное Е А (& значит, и к С), совпа- 
— , 
дает по направлению с В, как видно из черт. 24, и значит, 
“ — —> 
Е= АСВ, _ 


ибо при’ перпендикулярности множителей скаляр векторного про- 
изведения, равен произведению скаляров множителеи. `. 
С другой стороны, в этом случае 


@В)=0, 46) =40, ^^ ВС] 
и значит, у 
Е ВАС, 
т. е. . 
В=Е 
И 
в = -- 1. 


Итак, ® всегда положительно. Покажем, что оно всегда равно 
единице. ‚ О А 
4. Мы докажем, что свкаляр Е и скаляр Е равны между собой. 

Для этого достаточно показать, что соответственно равны ска- 
ляры их трёх компонентов по трем некомпланарным (не лежащим 
в одной плоскости) направлениям. | | 7” 
Эти три направления мы выберем следующим образом: разло- 


— 
жим вектор А на три слагаемых: 
А — А: -- А. -- Аз, 


причем А, будет перпендикулярно к плоскости векторов Ви Ге 
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. | ООО 
(т. е. параллельно произведению В х 0), А, И 43 лежат в с" 


. сти ОВС и соответственно перпендикулярны А. ЕВи А, к С 
Вектор 


Е =А х [ВС] | | ) 
разобьется тогда на три слагаемых: | 
Е=А, х(Вб)-- Я, х(ВС) -- А. х (ВС), 
и вектор = 
Е = В(А0)— С (ав) 
тоже будет состоять ИЗ трех частей, воторые получим, Подставляя 
вместо А поочереди А,, А) И А.. 


Нетрудно теперь заметить, что скаляры трех слагаемых Еи ЕЁ. 
соответственно равны друг другу. 


Так, :‚ первые слагаемые Ё, и Е, оба равны нулю, ибо, с одной сто- 


о ы 


роны, А, ‚ параллельно (ВС), и следовательно, векторное произведение . 
А, х [ВС] = Е) есть нуль, а с другой стороны, А, (перпендикуляр- 
ное к плоскости ВС) перпендикулярно к каждому из векторов В 


и С, следовательно, оба скалярных произведения (А.В) И (4,0) 
равны нулю, и зпачит: 


/ о с 
ВВ (4.0) —б(.В)= 
Далее, А, лежит в плоскости ВС, т. е. перпендикулярно К вектор- 
ному произведению [ВС]. Значит, скаляр Е, получится простым 
умножением скаляра произведения [ВО\, т. е. ВС зш (ВС), на ска- 
ляр Аз: 

Е, = А,ВС зш (ВО). 
С другой стороны, в выражении 

Е, = В (4.0) —б(4,В) 
второе слагаемое есть нуль, именно: 


(А.В) =0 


— — 
так как А, по условию перпендикулярно к В. Что касается первого 
слагаемого , | 


- 


Е, == В( 4.0) ? 
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® $, 
> “ 


%, —> ” 
то его скаляр получится умножением скаляра В на скаляр произ- 
> Ср А 
ведения (4,0), т. е. на А.С! соз (4.С): | 
| Л 
” Ро — АВС 08 (А»С), 
Но | 
Л Л 
0$ (.4.С) = + зт (ВС), 
—> / —> 
так как А, перпендикулярно к Ви лежит в плоскости АВС. 
Следовательно, по абсолютной величине 
| Е — Ро, И 
и так же докажем, что ` 
Е — Ё.. 


Итак, скаляры трех компонентов векторов Еи Е соответственно 
равны между собой, & так как они одинаково направлены, то ра- 


теоремы. Надо только Добавить, что и направления трех компонен- 
— —> —> — — — 
тов Е1, Е,, Е; и трех компонентов Ё', Е., Е совпадают, что легко 
усмотреть из чертежа. 
Второе доказател ЬСТВО. Это доказательство представляет 
простую поверку формулы (4): 


оси координат, ибо, очевидно, справедливость формулы (4) не за- 
висит от выбора осей. | 


-› —> 
Выберем первую ось совпадающей с вектором С’ Тогда 
=? р ° 
, . . [9 =— (14. 
Вторую ось возьмем в плоскости ВС; тогда 
>> Ф ® ` 
В = В,5 + Ву. | 
Этим третья ось уже определена, и для вектора А мы имеем об- 
Щее выражение: 


А= А+ АЙ АЗ. 


Переходим к вычислению. 
Левая часть формулы (4): 


[80] = (В:8 + Ву) х Са = В.С хз В.С х1=— 21, 


% 


;7 


58 ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА т ох 
[1 
ибо о. 
х71=А, 


Я х [Ва] = (аЁ- АЯ + Аз№) Хх (— В.0® = 
= — А.В»би х #— А»В.С 1] Х Е — АзВьС1в Х к = А. В»С1] — АзВьС ть, 


ибо 
Хх = -— 7, 
р 1х Ё=%. 


Правая часть формулы (4): 


99 =(Ай-+ Ау Ай) Си = А1бь 
ЯВ = (Ан Аи А) (Ви + ВЫ) = А.В, АзВь 
В(46) —б(ав) = 
= (Ве Ву) А16:— С14 (А.Б: т АзВ») — 
—$ (А.В, С, — А.В: С, — АВ) т ГА. ВЬС, = —4АзВзС; + Аз ВаСь, 


_ ВБ левой и правой части получаем одно и то же выражение, что 
и доказывает теорему. 

ТЕОРЕМА (переместительности). Мы видели, что скалярное 
произведение (двух уножителей) допускает перестановеу множи- 
телей, векторное произведение меняет при этом знак. Скалярное 
произведение трех множителей тоже допускает перестановку мно- 
жителей, но только круговую перестановку. Впрочем, при двух 
иножителях всякая перестановка есть круговая перестановка. 
Следовательно, можно сказать, что’ скалярное произведение: и для 
двух и для трех множителей обладает свойством не меняться при 
круговой замене множителей. При этом для двух множителей все 
переставовки круговые и, следовательно, знака не меняют, & для 
трех множителей кроме круговых есть и некруговые перестановки 
‚ (перестановки, меняющие порядок обхода), и эти перестановки 
‚меняют знак произведения. Подобно этому и свойство векторного 
произведения менять знак при перестановке множителей можно 
обобщить на случай трех множителей. 

Мы запишем это свойство векторного произведения в виде фор-. 
мулы: - 


[28| + [ВА] =0. 


Пля двух множителей полный цикл круговых перестановок состоит 


из двух членов. Для трех множителей он содержит уже три члена. 
Значит, наше равенство должно иметь вид: 


1х В] +В хбА] +6 ХМ =0.. 65) 
Доказательство этой теоремы не предбтавляет труда. 


/ 
# 


О 
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По основной формуле (4) мы имеем: . | 
А х [В] = (46) ба . 
+8 х [04] = (84) — 185) 
Сх МВ] =Я0В—В(0т | 
Ах [ВС] + В {СА САВ| —=0. 


При ‘сложении ‚Все члены в правой части Взаимно уничтожа- 
ЮТСЯ. | ы 


между собой и произведения полярных векторов на’ аксиальные, 
нам остается рассмотреть произведения аксиальных векторов на, 
аксиальнне, | 

Ы рассмотрим поочереди скалярное и векторное произведения 
аксиальных векторов. 


1. Скалярное произведение. Здесь мы встречаемся со второй из 


на самый вывод этой формулы—вывод, где мы пользуемся только. 
векторными преобразованиями, не обращаясь к рассмотрению ко- 
ординат векторов. - 

— 


` > — 
ТЕОРЕМА. Для всякиз четырех векторов А, В, С, ПО справед- 
иво тождество (тождество Лапласа): 


98] . (5 = (46) (85) — 5) (о (6) 
| Примечание. Следует обратить внимание на распо- 
| ложение букв в правой части равенства (6). В первом члене 
В одни скобки собраны одноименные (первый и первый, 


второйи второй) множители из квадратных скобок левой части; 
- во втором члене—разноименные. 


Доказатель ство. Обозначим одной буквой первое из век- 
торных произведений 


с о А 
в ы ть а г 5 
И, ЖЕ, -зу: : 
И О иле им Нав: , . 


Искомое произведение 7 принимает тогда знакомый вид скаляр- 
ного произведения трех множителей: 
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`Воспользуемся теперь основным свойством этого произведения не 
меняться при вруговой замене множителей 


_ >> 
= А [ВЕ]. (с) 
Обратим внимание на векторное произведение в этом выражении. 


— 
Если написать его полностью, т. ©. заменить Е его выражением (а), 
то получится: ‘ 


[ВЕ] =В х [СИ], | (а) 
векторное произведение трех полярных множителей, К которому 


можно непосредственно применить формулу (4) предыдущего па- 
раграфа: 


в -=Вх ©! =0(85) 180). (е) 
Теперь остается только подставить это выражение в формулу (©), 
чтобы получить окончательный результат: 

‚я ар_—500)} = 40) @)—@5) 60. 
Заметим, Что при. умножении (скалярном) фигурной скобки на 
вектор А умножать скаларно надо векторные множители, например 
Ай С, а скалярный множитель (ВО) останется без изменения. 

/ 


Замечание. Если ввести координаты наших векторов: 


х 


А =аА. + 7А» + КА» 


то наша формула (6) примет вид преобразования определителей. 
Левая часть: 


в] Ю в] К 14 Аз . [С Сз Аа Аз]. |С+ Я . Са С 
А: Ао А. ы Ст С. Сз В. В. О. Рз |В: Вз р, р В, В. 12. р. . 
В, В» Вз| Ш: О» В 


Правая часть: 


(А.С: -- А.С» -- Аз С3) (В.П, -- В.О. -- Вз)з) — 
—(А.О, -- А.О» + АзРз) (В.С: — В.С. | ВзСз) = 
АС: + А›С» АзСз, В.С. = В.С» + ВзСз |. 
АП А.П» А.Л», ВО В.О: + Вз0з! 


Итак, | 
А.А С.С + А,Аз | | | С.Сз |+ 838} СС: |= 
В.В. Р.О» | ВВ: | Т»Оз ВБ: Ор, 
Аа {- А.Са - АзСз, В.С! + В»С» -- ВзСз | 
14.0, + А»Бь + АВ, В.О, + В»). + ВзОз! 


В такой форме и -было получено это тождество Лапласом. Его можно 
доказать, непосредственно развертывая все определители. 


. 
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2. Векторное произведение аксиальных векторов. Здесь резуль- 
таты гораздо менее значительны, хотя все же получаемая формула 
значительно облегчает выкладки. 


ТЕОРЕМА. Для всяких четырех векторов А. В, р справед- 
Ливо ‘тооюдество: 


[АВ] х ©Р] = в (АВ) (4ВД.. _ (2) 


Доказательство этой теоремы мы проведем таким же путем век- 


_ торных преобразований, каки в случае скалярного произведения, 


’Обозначим, как и раньше, одной буквой первый множитель 
Е [А В) @ 
Тогда наше произведение примет вид векторного произведения 
трех множителей: `` 
‚К Т= [д В] х (670) =Ех [СТ 
Е ЕОТОрому можно применить формулу (4) предыдущего параграфа: 
[9% — —— — —>-> > —>> 
У= Ех [СЪ] = Сб (ЕР) — р (ЕС). | (5) 
Каждое скалярное произведение в правой части преобразуется 


В скалярное произведение трех множителей, если ‘вместо # подста- 
вить его выражение (а): 


Е) -МИБ-(а0, | 
(Е) [АВ 6 —(Я В0)._ (с) 
Подставляя их обратно в формулу (Ъ), мы представим ее в иско- 
мой форме: | 
7=0 (АВВ? (АВО). 
Замечание 1. Следует обратить ‘внимание на порядок букв 


—> 


— ‹ 
в правой, части формулы (7). Буквы Оидв двух членах с раз- 
НЫМИ знаками идут в своем порядке, т. е. в том порядке, в каком 
они входят в векторное произведение в левой части формулы (7). 
ножители в скалярных произведениях тоже идут в своем есте- 
ственном порядке, т. е. так, как они встречаются в левой части. 
—> 
Замечание 5. Вместо того чтобы обозначать буквой Е 


первое векторное произведение, ‘можно было бы обозначить второе 
ИЛИ, ЧТО ТО же самое, можно было бы переставить эти два множи- 
теля. Мы получили бы тогда аналогичную формулу: 


[АВ] х СВ =— 3 (В(Р)-+ В (463) (7) 


Следствие. Сравнивая формулы (7) и (7’), получим зависимость между 
любыми четырьмя векторами пространства: 


‘< @8В-ВаВо-—Я 55) + ВасБ. 
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` Отсюда, следует: 


- -08б. = мое, в авВ 
| БЯО +Е атс . Е 
(АВС) (АВо) (АБО) (8) 


. —> 
В этой формуле знак перед вектором В изменен, и одновременно в скаляр- 


—>—>>.‹ 
ном произведений (АСР), которое стоит при нем множителем, изменен порядок 


——>-—>> 

обхода: (АЛШО). . 

4. Заключение. Мы начали с рассмотрения полярных векторов и ска- 
ляров. Скалярное произведение полярных векторов есть скаляр, но уже векторное 
произведение приве»о нас к рассмотрению векторов другой природы—аксиальных, 
которые мы только искусственно привели к полярным векторам. Введение аксиаль-. 
ных векторов потребовало рассмотрения действий над ними, в частности расемо- 
трения произведений аксиальных векторов между собой и с полярными векторами. 
Основным здесь является вопрое: не потребуетея ли при этом введение новых 
зеличин, подобно тому как векторное произведение полярных векторов привело” 
нас к рассмотрению аксиальных векторов. С этой точки зрения основной ВЫ- 
вод из всех предшествующих рассуждений тот’что новых векторов вво- 
дить не прихокится,—все действия могут быть выполневы в области уже ранее 


введенных величин. 

Впрочем, это замечание не совсем верно. Скалярное произведение полярного 
и аксиального векторов привело нас К рассмотрению скаляра несколько иной 
природы—псевдоскаляра, который меняет знак при замене левой системы 
координат на правую. Но этим и ограничиваем введение новых величин. Мы 


видели, что векторное произведение полярного на аксиальный вектор есть - 


снова полярный вектор. ; 
Скалярное произведение аксиальных векторов 


—— —>> —-> ->-> —>-»>- >> 
[АВ] [СР) = (АС) (ВО)— (АР) (ВС) 
выражено через скалярные произведения нолярных векторов, следовательно, 


ость скаляр первого рода (не псевдоскаляр). ‚ 
Наконец, векторное произведение аксиальных векторов 


—> д ыы 
ух [СБ] = (АВ) — (АВС) 


линейно выражено через полярные векторы. 
было бы поспешно заключить, Что это произведение есть поляр- 


при них стоят скалярные произве- 


`дения трех векторов, т. ©. псевдоскаляры. Это меняет дело. Вее наши рассуж- 


дения проведены 
полярными. Нетрудно, однако, отличить такой вектор, 


ального, от подлинного полярного вектора. Дополвительны 
ответствует единственным образом аксиальному, но при условии выбора 
определенной системы координат. Если заменить левую систему 
координат правой, то дополнительный к аксиальному полярный вектор изменит 
свое направление на обратное, ибо изменится самое определение его положи- 
тель-ого направления. В то же время все остальные полярные векторы, ко- 
нечно, сохранят свое прежнее направление при всякой системе координат. 
Таким образом мы имеем простое средство узнать, представляет ли данный 
полярный вектор по существу полярный вектор или это только дополнительный 
к аксиальному вектору. Именно, чтобы отличить дополнительный вектор, надо 
заменить левую систему координат правой. Все полярные (по существу) век- 
торы сохранят свое направление, а векторы, дополнительные К аксиальным, 


изменят его на обралное. 
Применим этот критерий к нашему векторному произведению 


< 


———>> К (т) 


(АВ) х [СП] = С(АВР)- р аво). 


< 


. - \ 


° ПРОИЗВЕДЕНИЯ НЕСКОЛЬКИХ МНОЖИТЕЛЕЙ / 
> 


Полярные векторы Сир сохранят свое направление, но псевдоскаляры 
——>- >>> 
(АБ) и (АБС) изменятз нак. Следовательно, Весь вектор (7) изменит знак 
ое. 


вектором, ‘а следовательно, по существу векторное произведение аксиальных век- 
торов есть аксиальный вектор. 


Итак, векторное произведение двух или четырех множителей есть аксиаль- 


Этим вообще заканчивается векторная алгебра. Деление векторов не опре- 
делено. Естественное определение деления как действия, обратного умножению, 
не приводит к одному определенному результату. ` 


—> > 
Действительно, если определить вектор Х равенетвом: 


— — — ” 
Ахх = М, 


р 


4 


. Ах(Х+ 4) =Ахх-АхА-И 
ибо 


\ 
я 


—> —‘` 
АхА-=0, 
Точно так же и ео скалярным произведением. Если 


——> 
_ (АХ) = т, 
Где —скаляр, то и 


> -— — >> —-—> 
4 (Х+ В) =АХ+АВ=и, 
где В—любой вектор, перпендикулярный к вектору А, ибо в таком случае: 
АВ =0. 


‚ Упражнения. Вычислить „пжеследующие выражения, если вхо- 
дящие сюда векторы заданы таблицей: 


А | о| 1 о 

В |- |2 2 [Вх = 14а ть | 
Она | [40] [ВБ] = 9. 

о И Ве [48] х Е - [С@ х [ЕЁ] = 96567-94 &. 
ЕН о |1 РЕ] х (@ + [8] х 0) = 42—74. 
Я о 0 |5. [48]. (РЕЯ 8) =. 

а 1 2 1 |6. Проверить справедливость формул (5), 


| ИИ (6) и (7). 


< 
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расстояние между двумя прямыми: 
И=А В 
И =О+ 2+. 
Для векторов А, В, С, Т взять значения ИЗ предыдущей 
таблицы. 
Ответ. (#—0С) [ВП = 3. 


в. Найти расстояние точки 


т. Найти кратчайшее 


Е от прямой АВ, где точки А, ВиЕ 


_ >< > 
определяются соответственно векторами А, В, Е (см. предыдущую 


таблицу). 
Ответ / Г21 
] 4 
9. Пересекаются ли прямые? 
М=А ОСЬ 
М=В+ 0 . 


Значения А. В, С, Л взять из предыдущей таблицы. 
10. Найти уравнение прямой, проходящей через начало О, пер- 


пендикулярной в прямой 


М=А +В, 
и пересекающей прямую | 
У =В- 0. __ 


Ответ. М = [80—08] 4. 


11. Даны четыре вершины тетраэдра векторам 
авнения прямых, соединяющих сере 


> > > —> 
иА, В, Си Ш. 
дины противопо- 


Найти ур 
ложных ребер. 
Ответ. М = АВ бт, . 


с ебет, оды 


и 
з 


| ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОРА 
ПО СКАЛЯРУ. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ 
ГЕОМЕТРИЯ 


Глава 1. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОРОВ. 


$ 1. Переменные векторы. До сих пор мы рассматривали век- 
торы как постоянные величины. Все они исходили из одной точки, 
или, лучше сказать, равные и параллельные векторы считались 
эквивалентными, так что всякий вектор можно было передвигать 
параллельно самому себе. 

Мы сохраним и в этом отделе эквива- 
лентность параллельно сдвинутых векторов, 
но будем рассматривать векторы меняю- 
щиеся. 


_ | 

Итак, пусть вектор М, сохраняя одно и 
то же начало О, меняет свою величину и на- 
правление (черт. 27). При этом, очевидно, 
конец его М описывает некоторую кривую 
ММ!, — если изменение зависит от одной 
независимой переменной $. | 0 

Эта независимая переменная величина Черт. 27. 
является скаляром. Мы всегда можем | 
представить дело так, что эта независи- 
мая переменная # есть время. | 


- — 
С изменением времени # вектор М, из- 
меняясь, описывает конус МОМ., а конеп 
его — точка М — идет по кривой ММ.. 


> 

Если изменение вектора М зависит от р 
двух независимых скалярных переменных % 0 

и %, то конец вектора М описывает поверх- Черт. 28. 
ность ММОР ит. д. (черт. 28). - 


С точки зрения аналитической дело’ обстоит так. Задать 


> | - 
вектор М значит. дать величины его трех координат (М1, М», М». 
При изменении вектора координаты его меняются, и наоборот. 


°- — 
Следовательно, дать вектор М как функцию переменного # значит 
дать три произвольные функции одного переменного: 


м, =), м, =Ь(, М. =Ь ©. (1) 
5 


Векторный анализ, 


‹ 
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Вместо этой записи (1) мы будем коротко писать: 


М = 4), | (2) 
или еще проще: | 
| М =М(®. (2) 


Очевидно, по отношению к функциям (1) можно: говорить о ко- 
нечности, однозначности, непрерывности и т. д. При выполнении 


— 
этих условий конец вектора М будет описывать кривую (или по- 
верхность). Вообще точки М образуют геометрическое место точек, 
которые могут и не заполнить вривой (поверхности). 

Мы будем предполагать, что функции (1) удовлетворяют всем 
этим требованизм. В таком случае каждому векторному уравнению (2) 
соответствует определенная кривая в пространстве. Диференциальное 
исчисление векторных величин так же (и даже более) связано 
с диференциальной геометрией пространственных кривых, как 
обычный анализ с теорией плоских кривых. 

$ ®. Производная вектора. Пусть нам дан вектор 


М =-«М, (® +1М, (9 + &М, 0 | (2) 


как функция независимого переменного {.°_ 
Дадим : приращение № и рассмотрим соответствующее прира- 


щение вектора М: - 
АМ =М (+в — М = 
= М. +в) — М, (0 ++ м, (+ 
| + (М а+—мМ, (4). (Ь) 
^ Разделим это приращение на приращение независимого пере- 
менного # (это скаляр, а на скаляр делить можно): | 


М м а+ю—м, моею -м, (0 
у аа 


—5ы=— — 
— 


р. | | 
ке — М. 
| 


Перейдем к пределу для й = 0. Если три функции 
М: (0), М» (1)’Мь (0). 


обладают производной для этого значения +, то каждый член правой 
части дает в пределе производную по # | 


5, + — м, (9 


— М + 
Пт ь М: (1) 


И Т. Д. 
Вся правая часть дает новый вектор: 


АМ (+1 М, М, 0 


ия р ; - " , 
2 Е АРА Е ЕАН 


` 
ктая Ор ы > И а быв ? 
Е о ой да ры м Е а ара о ОН ней . 
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Эгот вектор мы будем называть производной переменного век- 
> 
тора М по Ги будем писать: 


Ц - > ‚_. .. . 
М =М= и М. + ЕМ.. (3) 


Геометрическое значение векторной производной. Уравнение 
> —> . 


определяет, как мы видели, некоторую кривую в пространстве — 
геометрическое место концов вектора, точек М. | 
Каждому значению’ независимого переменного { соответствует 
некоторая точка на этой кривой. Пусть значению переменного # 
соответствует точка М (черт. 29), значению #-- № — точка №М*. 
Следовательно, \ 


М =0М, Мать = 0М*. 
Наша разность 
АМ=М @&-+ в) — М =0М*—0М 


есть вектор, соединяющий точки М 
и М* именно идущий из точки М 
в точку М*: | 


АМ =0М*—0М =ММ*. 


Разделим этот вектор на Й, т. е. 


` 


| 1 
умножим на =: От умножения на 
Черт. 29. 
скаляр направление вектора не ме- 
. — 
няется, изменяется только его длина. При малом № хорда ММ* 
- 1 _ ., _ 
при умножении на, —- вырастет, но новый вектор = ДАМ будет от- 


ложен на той же прямой — секущей ММ*. 
Будем приближать № к нулю. Точка М* будет приближажься 


к точке М. Хорда ММ* будет стремиться к нулю, но вектор -— АМ 


может сохранить и в пределе конечную длину. Во все время изме- 
нения й он откладывается по секущей ММ*. Б пределе секущая 
обратится в касательную (по определению касательная есть предел 
СТ => + 
секущей). Следовательно, ии АМ =М есть вектор, отло- 
(в =0 

женный на касательной к кривой ММ*. 
Механическое значение векторной производной. Мы можем пойти 
несколько дальше по пути интерпретации производной от вектора. 
' Б* 


ра 
` 


ж.- 


рр 


= 
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| Цусть переменная { есть время, отсчитываемое от какого-то 
начального момента, а уравнение 


М=М() (2) 

дает закон движения точки по кривой ММ*. ^ 
—___ —_. 
Хорда + ММ* бесконечно мало отличается от дуги кривой ММ*. 


ИИ — 

Более того, предел отношения хорды ММ* в дуге ММ* есть еди- 

НИЦа: о 
* 

Бо РМ == |. 

Во ММ* 


1 - 
Следовательно, абсолютная величина нашего вектора —- ЛМ 


Ри . 
имеет общий предел с отношением дуги кривой ММ* к прираще- 
нию времени #1: 


„ДМ Мм . ММ. ММ» 
Пи т = Пт -—— = Пт Пт =—— 
ММ* 


© 
но дуга кривой М М*есть путь, пройденный точкой в промежуток 
времени й (ибо в момент времени { точка была в положении М, а 
в момент {+ —в положении М*), следовательно, отношение пути 
‚ \ 


> ‚ 


* 


= 1 , 


во времени есть средняя скорость, а ее предел 


 - 
. ММ* 
Пт 
в=о | 


есть скорость точки в момент времени &. 
Итак, абсолютная величина (скаляр вектора) нашей производной 


равна скорости движения конца вектора М по кривой ММ*. Если 
к этому еще добавить, что направление скорости совпадает с на- 


.. - — 
правлением касательной, т. е. с направлением вектора М, то имеем 
теорему: 


| _ 
ТЕОРЕМА. Произзодная от вектора М по времени есть вектор 
скорости демоюения кониа вектора — точки М. 


” ддесь прямая черта над буквами ММ* означает прямолинейный отрезок, 


, ^^ 
взятый по своей длине (абсолютной величине), в огличие от дуги кривой ММ*. 
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— 


Е 3. Правила диференцирования. Из формулы ©) предыдущего 


параграфа 
, “ат — 4 ее +7 . аМ. + +. ЧМ: $. (3) 
(и 1 (1 
следует, что производная Вектора есть сумма производных ее 
компонентов. 

Отсюда непосредственно вытекают: 

Т. Правило диференцирования суммы. Производная суммы равна 
симме`произ=одных. 

Легко увидеть справедливость и второго правила диференциро- 
вания, знакомого нам из классического анализа. Эдесь оно будет 
иметь еще больше значения. ы 

П. Правило диференцирования произведения. Итоизсоднея про- 
иззедения ‘равна сумме произведения производной переого мноэюителя 
на второй множитель и произ: едения первого множителя на про- 
чзсодную второго. 


Это правило справедливо и для скалярного и для вркторного 
произведения: 


а — ам = - ам | 
—(ММ№) =—М+М-——, 4 
ар } |, + | 9) 
4 -— 4-> ам 
Е п --Ф Е (5) 
4 > —> аАМ => ам | (6) 
— ММ] =-— ХхХМмМ-+Мх —_, 
а | [и хит ру 


где ф есть скаляр. 
В последней формуле нельзя перестазлять множители! 


Доказательство этой теоремы вполне аналогично обычному доказательству 
такой же теоремы анализа, бесконечно-малых. Мы расемотрим только случай 
векторного произведения, —лля скалярного оно повторяется без всяких изменений. 

Приращение произведения есть разность 


[ММ = (М+М) х (+4 — Мхм№; 


вставляем два члена равные, но с противоположными знаками (следовательно 
взаимно уничтожающиеся): 


ММ =(мМ+ АМ) Хх М+М —Мх (№ + 4№ + 
—> —> > —> — 
-- Мх(М-+ АМ) — МХМ. 
Первые два члена имеют общий множитель (М - АМ) „ применяя обратно 
теорему распределительности, мы можем его вынести за скобку. 
Совершенно так же из двух последни` членов выносим за скобку М: 
4 [ММ] = (М-+аМ-— М) х М+М) + Мх(М-+АМ-№= 
= АМ х (М+М + М хам. 
При вынесении за скобку нельзя переставлять мноэюители! 


етыая. => 


\ 
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Делим теперь па #. Чтобы разделить на скаляр произведение, досхаточно 
разделить один из множителей, ибо от этого скаляр всего произведения разде- 
лится на й. Пользуясь этим, представляем частное в виде: 


——> >> — 
м — их (МАМ + М х и. 


‚ Теперь остается перейти к пределу при № = 0. По основной теореме о пре- 


деле произведения и суммы, кеторая сохраняет свою силу и для векторного 
произведения, получаем: 1 


На 2 МММ = пи М х Ша (М+4№+ Мх на м, 
ИЛИ * 
| —> — ам —>> —> ах 
4 мм = ЧМ хм мх _4М. 
а @ а 


Следствие: 


а — — ам 
@ м _@М. 
а а 


$ 4. Единичный вектор. Из полученных формул (4), (5), (6) 
можно вывести несколько интересных предложений. 

ТЕОРЕМА. Произсодная единичного вектора перпендикулярна 
® нему. - | | 

Напомним прежде всего, что единичным называется вектор, 
имеющий скаляр, равный единице. Он может менять свое напра- 
вление, сохраняя свою длину. Именно о таком изменении его и 
идет речь в-высказанном предложении. 


—> . 
Итак, пусть вектор т есть единичный вектор. В таком случае 
скаляфный квадрат его равен единице: | 


_ | 
те =1, - (а) 


ибо квадрат вектора равен квадрату его скаляра. Это равенство (а) 
есть тождество, —оно сохраняется во все время изменения век- 


— 
тора т (ибо он все время остается единичным). Поэтому равенство (а) 
можно диференцировать. 
Пользуясь обычным правилом диференцирования степени, имеем: 
т р 
> ат 
й. т — =0. | (Б) 


— 


„ ат — 
Итак, скалярное произведение производной та на вектор т 


равно нулю,—отсюда следует, что эти два вектора перпендикулярны. 
Замечание 1. Эта теорема, полученная нами как приложение 
общих правил диференцирования, геометрически очевидна. 


— 
Действительно, длина нашего вектора ж все время равна еди- 
нице. Это значит, что точка т— конец вектора—находится все время 


о ле фалымйт тонн № пм: а сре ее ве па о лаВы а ` 
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на расстоянии единицы от начала О, т. е. точка т все время дви- 
жется по поверхности шара. радиуса единицы. Кривая, описанная 
точкой т, лежит на поверхности этого шара. 

их 


ат | .. ., 
Производная т имебт направление касательной к кривой тт*, 


т. е. касательной в шару, поскольку кривая лежит на поверхности 


шара. | 
Касательная к шару перпендикулярна в радиусу в точке ка- 


-, 
сания. Если теперь еще дополнить, что сам вектор т имеет напра- 
вление этого радиуса в точку касания (и совпадает с ним), то тео- 
рема становится вполне очевидной. 
Замечание 2. И первое—аналитическое, и второе геометри- 
ческое доказательства этой теоремы предполагают не столько еди- 


—> 
ничность вектора т, сколько постоянство его скаляра. Поэтому 
наша теорема имеет силу по отношению ко всякому вектору, со- 
храняющему при своем изменении постоянную длину. 


ПРИЛОЖЕНИЕ. 


— 
Формула (5) допускает очень простое истолкование. Всякий вектор М можно 


— 
представить в виде произведения его скаляра М на единичный вектор т того же 
направления: | 


М = Ми. 
Диференцируем это тождество: 
ь — — 
ам _ ам и д" - 
|, ат 8} д 


- 


Мы видим, что скорость точки М, т. е. производная т является суммой 
- а 


двух векторов, иначе говоря, разложена на два компонента. Первый из них 


- (2 


_ 2+. 
имеет направление вектора, т, т. е. самого рассматриваемого вектора М. Этот 
компонент скорости направлен от точки О к точке М, т. е. по радиусу-вектору, 


- ам 
и потому называется радиальной скоростью. Его абсолютная величина равна 1’ 
т. е. производная от скаляра М от радиуса-вектора точки. 

Второй компонент 


— 
т 
&$ 


=> 
4тТ_ т.е. он перпендикулярен к вектору М, перпендикуля- 
[УИ 


имеет направление 


рен к радиусу-вектору. 
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$ 5. Вторая производная. Ускорение. Производная от произ- 
водной есть вторая производная. Она обозначается 
#м 3 
дай `` 
Так же определяются третья и следующие производные. 
Механическое значение второй производной. Первая производная 
— 
ам = - 
ти = М есть скорость точки М в момент времени $. 
Возьмем второй момент { 1. Ему соответствует второе поло- 


— 
жение точки 1(* и другая скорость М (# -- 1), где в скобке написано 


а. о и ме И ее и 


—> 
значение аргумента этой функции М (5). 
Разность двух значений скорости есть ее приращение за время 1: 


Е =, 

АМ=М(-+1)—М (6. 

Разделив на протекшее время №, получаем по величине и 
направлению среднее ускорение 


> 


НЕ а а с, Н 
О ом о ми ее ДЕР И 


—°. ы 

АМ : 

В ' 

& в пределе для № == 0: 
—> Я 

Ни _44 

в 


— ускорение в момент времени $. 


— 
Таким образом вторал производная вектора М по времени есть ` $ 
вектор ускорения в деиоюении конца вектора—точки М. . 
Совершенно так же получим, что третья производная есть второе & 
ускорение (ускорение второго порядка) и т. д. 
Нормальное и тангенциальное ускорения. Применим ко второй + 
производной то разложение на_два компонента, которое мы приво- 3 
дили в конце прошлого параграфа по отношению к первой произ- 1 
водной. 
С этой целью выделим скаляр © нашего вектора скорости 


— — 1 >. 
точки М = 9 и единичный вектор одного с ним направлениях, — , 
это единичный вектор касательной, с которым мы будем 
иметь много дела в следующей главе. 


= .. + 6*. 3 № бес $ 
О О ст, ле окос 


Мы имеем: , 
М == ох. (а) 
Диференцируем это тождество: 
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———щ—=ы—— 


., %-> . > 
Здесь первый член и“ имеет направление вектора т, т.е. ка- 


сательной. Это—тангенциальное ускорение. 
— 


— 
№ Дт ат — 
Второй член 9 = имеет направление вектора =.) НО т — еди- 
—> 


2 | т 
ничный вектор. Его производная т нему перпендикулярна. 


Перпендикуляр к касательной называется нормалью. 

Отсюда название нормального ускорения. 

Интересно еще остановиться на значении скаляров первого и 
второго компонентов ускорения. Мы вернемся к этому вопросу 
в следующей главе, после того как. будет введено понятие радиуса 
кривизны. 

$ 6. Основные формулы диференциального иечиеления. Поскольку 
основные формулы диференциального исчисления — теорема Ролля, 
Лагранжа, ряд Тэйлора, Маклорена— линейны относительно 
рассматриваемой функции, они применимы и к векторам, ибо при- 
менимы к каждому компоненту. 

Рассмотрим, например, вывод рада Тэйлора для вектора: 


ММ, ®-+1м, О + М, 6. 


Допустим, что каждая из трех функций М, (1), М, (1), М. (@) 
имеют конечные и непрерывные производные до "-го порядка 
включительно. 

Для каждой из них имеем разложение в ряд Тэйлора: 


маем, ом м, О 
и ' Ч (®— 1)! а" 


п. 


Е М, (+ 0№,, 


р. да 


а 
— й — оли 
И Те 


М, (1) + 


в” а” 
таг 


М. - 91, 


А 
1 д“ 


аа ФТ 


М+М, м, +... + 


71" а” 
—-—_М.Сс-+0”»). 
Тай 3 (Е + 0”1) 


а 


и 
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Умножая первую строчку на +, вторую—на 7, третью—на Ки 
складывая, мы получим: ` | 


(п— 1)! арг! 


Маню -МочьеМО+..+ М(0-+Е, ©) 


где остаточный член В, имеет вид: 
— 7” 2” д” . 
В, =— 4$ М, (Е - 9% ] М. (+ 0 : 
а ат ет т ТО) + 
+ м, (+ 0"%) | | 


Мы будем предполагать в дальнейшем, что рассматриваемые 


пами векторы, как функции переменного #, разложимы в ряд Тэй- 
лора в рассматриваемой точке. 


О А 


ЕНТО ЗУ т о КЗТО 
не АА ам де и В и МИ, 


пиар оехоаних 


.^ 
АИ риа 


ОАЗаЕМЯАЧЬЕ Вата чак Ве. ^ 


дам в М Види 


. + ` м 
`. 1: с 
‚ м А м И 
нае $ ох 12 
Я - 


Глаза П. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАН- 
СТВЕННЫХ КРИВЫХ. —- 


Мы видели, что теория векторов как функций одного незави- 
симого переменного тесно связана © теорией пространственных 
кривых. Мы остановимся поэтому в этой главе на диференциальной 
геометрии кривых в пространстве. Это дает нам возможность. 
освоиться с основными понятиями векторной алгебры на одном из 
наиболее удобных приложений, хорошо интерпретирующих основные 
зависимос"и векторного анализа одного переменного. С другой 
стороны, это дает нам запас геометрических сведений, необходимых 
для исследования теории поля в последнем отделе. 

$ 1. Длина дуги кривой, касательная, нормаль. Кривая задается 
уравнением: . 


М =М (о. | (1) 


Мы будем предполагать, что три компонента нашего вектора М 
суть функции от параметра $, разложимые в ряд Тэйлора — по 
крайней мере на рассматриваемом участке кривой. 

Переменное $ имеет теперь для нас значение произвольного 
параметра. Мы введем вместо него новый параметр $, специально 
подобранный, который будет иметь для нас особое значение. 


— 
Именно, производная вектора М по параметру # ` 


АМ Мур 
(уд 


есть вектор не единичный; производная по новому параметру 5$ вы- 
числяется как производная сложной функции: 
— —> 
АаМ аМ 4+ _ , Ги > 


АЫВ Бы вприиньниниитиитоь — чтныаищиниь 
откатить я 


4$ 4$ 45 4$ 


Выберем теперь $ как функцию от $, так, чтобы эта произ- 
водная была единичным вектором, т. е. чтобы 
„- ат - 
$ — = 1. 
45 


Отеюда: 
48 


а ’ 


ь }! \ 
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ИЛу 


— 


Скаляр вектора 


(=) Ма, | (2) 


ам = Ит ММ * 


5 ‚ 4$ =0 4—3 


переменного 5 к хорде М.М* равен единице. Этим свойством опре: 
деляется длина дуги кривой (на плоскости и в пространстве). 

Итак, введенный нами новый параметр $ имеет значение длины 
дуги, оточитываемой от какой-либо точки кривой. 


Диференцирование ‘по длине дуги $ (в отличие от всякого дру-_ 


: гого нараметра 1) мы будем обозначать штрихом, а не точкой. 
аМ ам _- 
— — 
= М’ —— =М. 
4$ Ч 


Длина дуги кривой определяется равенством (2). 
` — 
Производная вектора М по длине дуги есть единичный евктор 


‚ — 
касительноци т: 


2 М о 
5 (2) 
Итак, 
| 11. 


Диференцируем по длине дуги: 


1—0. 
$ 


— 


ат „. —> 
Следовательно, вектор = перпендикулярен к касательной т. 
г 8 


Прямая, перпендикулярная к касательной, называется нормалью 
кривой — одинаково для кривой на плоскости и для кривой в про- 
странстве, но в пространстве к прямой в данной ее точке можно 
провести не одну перпендикулярную прямую, а бесчисленное мно- 
жество. Все они образуют плоскость, перпендикулярную к заданной 
прямой. Такая плоскость, перпендикулярная к касательной, назы- 
вается нормальной плоскостью. 


равен единице. Это значит, что предел отношения приращения 


РА и 


о ба ПТО ТО 
дос УЗ бАНЫЙ 
ое. ОВ .. . 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ. ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ ЧТ 
— 


- | 
Вектор занимает 0с0бое положение среди всех остальных 
с 


нормалей. Эта прямая называется главно Йй НО рмалью кривой. 
ак как 


т = М,, 


то главная нормаль определяется вто р. ой П роизводно й п |: 
дуге: 


/ 


д: 
‘3 


— 
— М”. 


8 %. Соприкасающаяся плоскость. Итак, ‚ вторая производная 


вектора по дуге 5 определяет направление главной нормали 
кривой. Посмотрим, как будет расположен вектор второй произ- 


водной по произвольному параметру +. По правилу диференциро- 
вания сложной функции имеем: 


И-М, 
(1 .. 
‘м “(м9 ам! (43), 1+ 4% 
(А (А уй 4 \& а’. 
Следовательно, | ` 

4$ —, 425 
м- М” М'——^ 
(“) ы г ` 


Отсюда следует, что вторая производная М по произвольному 
параметру # (ускорение) всегда расположена в плоскости, опреде- 


ляемой векторами М' (касательной) и М” (главная нормаль). 

Плоскость, проходящая через касательную и главную нормаль, 
называется соприкасающейся плоскостью. - 

Нрежде чем итти далее в построении основных элементов, свя- 
занных с данной кривой в какой-либо ее точке М, нам надо ‘будет 
остановиться на значении соприкасающейся плоскости для кривой. 
Мы формулируем основные свойства ее в трех теоремах, из ко- 


и 


торых каждая может быть принята за определение соприкасаю- 


щейся плоскости. 

ТЕОРЕМА 1 Предельное положение плоскости, проходящей 
через касательную и бесконечно близкую точку кризой, есть сопри- 
касающаяся плоскость. 

Наша плоскость, очевидно, проходит через данную точку кривой М. 
Чтобы определить ее положение, достаточно определить направление 
перпендикуляра к этой плоскости. 


аа 
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Итак, рассмотрим плоскость, проходящую через касательную 


к кривой в точке М и через соседнюю точку кривой М*, соответ-_ 


ствующую значению параметра # -{ 1. 
. Ц 
- — 
В этой плоскости лежат два вектора: касательная М и 


—-> 
хорда ММ*. Прямая, перпендикулярная к ним (а следовательно. 
И Е плоскости), может быть определена векторным произведением: 


^ Мх ММ» 
ИЛИ | 
М хам, - (а) 
ибо < _ 
ММ* = М*_М=Моа-—мМ=ам. 
° Разложим теперь приращение АМ в ряд по строке Тэйлора, 
ограничиваясь двумя членами: \ 


— — - 2% 2 
АМ М+М, 


где ЛИ, означает вторую производную, взятую для некоторых средних 
значений 4: ` 


(Ъ) 


М, =М 0-1 М, (+0) + ЕМ, (4 +- 0”1). 
Подставляя разложение (Ъ) в формулу (а), получим: = 


— — < “> — 2 
М хлам -м х (мь-+ м, 
или в силу распределительности умножения: 
< < 2 —> 
их м Мхи, 


Первый член есть нуль, так как оба множителя параллельны 


(совпадают); итак, перпендикуляр к нашей плоскости определяется 


вектором: 


| 


5 М х М» 


12 . 
или По сокращении на скаляр 5 ‚ что не менает направления 


вектора: Е 


Мхм.. (с) 


Здесь первый множитель взят для значения парамстра $, а второй— - 


`для средних значений #, 1 - 0% 1-- 9%, + -- 0", 


В 
. ао Миль Урания 


ЗОН Пр нд ириовни 
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Будем теперь приближать точку М* к точке М, т. е. будем 
бесконечно уменышать }. Вектор (с) попрежнему во все время 
изменения будет определять прямую, перпендикулярную к плоскости, 
проходящей через касательную и точку М*. В пределе для в =0 
наш вектор (с) примет вид: 


> 
МХМ, и (а) 
где оба множителя вычислены для значения параметра $. 
> 
Вектор (4) перпендикулярен к касательной М и к вектору 


(ускорения) М. Эти два вектора определяют соприкасающуюся 
плоскость. Следовательно, в пределе наша плоскость. совпадает 
с соприкасающейся плоскостью. 

ТЕОРЕМА П. Предельное полоюение плоскости, проходящей 
через три бесконечно близкие точки крувой, есть соприкасающаяся 
плоскость. - 

Пусть эти точки М, М* и М** соответствуют значениям пара- 
метра 

Е и А. 


Наша плоскость определяется прямыми: 
ММ* и ИМ**, | 
т. е. векторами 
— - 
ММ* =М(- в —М (9 


- ММ = Маю Мо. 
Пусть М — вектор, перпендикулярный\ к плоскости М М*М**, 


следовательно, перпендикулярный к обоим векторам ММ* и ММ*, 
Тогда ! 
— — —> — 
, М. ММ*=0, №. ММ** =9, 
ИЛИ 


М Ме-ть) —М (0 }=0, 
№(Мачть)—М (4) =0. 
Обозначим скалярное произведение через 


Ф,=И( Мимо}. с © 
Очевидно, при № =0 оно равно. нулю, а кроме того, оно обра- 


щается в нуль при В =№и =’. ‘- 
Если функция два раза обращается в нуль — при ® =0ий=1,, 


то по теореме Ролля ее производная равна нулю для № = №;’, т. е. для. 


4 


— —---—- 


ы = юм 
<: 


— 


и 
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> 


какого-то значения между 0 и 1’. То же самое для № = р’, где Й». 
лежит между 0 и №". 


Ф’ (в!) =0, Ф’ (№,") =0. 


Производная Ф’(№) тоже два раза обращается в нуль — для 
В =й, и В =.’ — значить, ее производная, т. е. вторая произ- 
водная Ф” (№), равна нулю для какого-то среднего значения между 
в’ и №”, пусть для В = № 


; Ф” (1) =0. 
Будем теперь приближать точки М* и М* к точке М по любому 
закону, т. е. будем приближать № и й”’ к нулю. 
‚ Мы получим в пределе: 
Ф (0)=0, $’ (0) =0, Ф” (0) =0. 


Первое равенство есть тождество. Диференцируя формулу (е) по й 
при постоянном # и подставляя № ==0, мы получим: 


МИ = УМО 


—> 
Итак, наш вектор № перпендикуларен к пло- 
скости, определяемой векторами первой и второй 


Черт. 30. скости. 
Это и доказывает теорему. 


имеющая с кривой касание второго порядка. 


По определению плоскость имеет с кривой касание второго по- е 
рядка, если расстояние от точки, лежащей на кривой, до плоскости & 
есть бесконечно-малая третьего порядка по сравнению с расстоя- % 


нием ее до общей точки кривой и плоскости. о | 

Пусть М (черт. 30)—общая точка кривой и плоскости, *М* — 
точка на кривой, бесконечно близкая в точке М. „Точка М соот- 
ветствует значению параметра $, М* — значению КВ. 


> ®3 
Пусть п — единичный вектор, перпендикулярный Е плоскости. 
Расстояние точки М* от плоскости, т. е. длина перпендику- 


искомое расстояние 4 равно скалярному произведению: 
> — | у 
д=т.ММ*. 


| _ 
Расстояние ММ* есть скаляр вектора ММ“. 


= 


Ю 
249 
а 
А, 
к. 
к: 
Е, 


=" к *з С 
О Ол РУ ДРАКИ | А з к В 
ИР Е ЭД 7 
а ДЕЛЬ ил ЛХ Же АЕ жЫ В 


производной, т. е. к соприкасающейся пло- + 


ТЕОРЕМА 1. Соприкасающаяся плоскость есть. плоскость, & 


ляра М*Р, опущенного из точки №М* на плоскость, равно проекции Е 


у ` > > я: 
хорды ММ* на перпендикуляр к плоскости т... Следовательно, 3 
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Разложим вектор ММ* в ряд Тэйлора: 
МИ" ММ 
=Ма+ь—м (= (®) 
73 


кт 


-* км 2 °" 
М.И. М, 


Здесь М, означает третью производную, вычисленную для не- 
которых средних значений (1+ 0%). 


—> 
Из формулы (Г) следует, что вектор ММ* того же порядка 
малости, что и приращение параметра № (если М не равно нулю; 


М может равняться нулю только в отдельных „0собых“ точках, 
где касательная становится неопределенной). 

Итак, нам надо потребовать, чтобы расстояние 4 было бесконечно- 
малое третьего порядка, если № считать бесконечно-малым первого 
порядка. 


— 
Умножая равенство (Е) скалярно на п, имеем: 


а=имм* = ем оне м то з ы а (Е) 


Отсюда, следует, что 4 будет бесконечно-малое третьего по- 
рядка, если 


“> — -* 
п М =0, п М =0. \ 
—> ь 
Итак, вектор ” перпендикулярен (ибо’ скалярное произведение 


—> —> 
равно нулю) к векторам М и М; значит, наша плоскость парал- 
лельна им (и содержит их, ибо проходит через точку М), т. е. 
это — соприкасающаяся плоскость. 

СЛЕДСТВИЕ. Еривая располагается по обе стороны соприка- 
сающейся плоскости. 
Действительно, скалярное произведение 


73 
=. МИ (М, и 
1.2.3 
' ^^ 
положительно, если угол яММ* острый, и отрицательно, если он 
тупой. Оно меняет знак при изменении знака й (ибо содержит 
й3 — нечетную степень №, а произведение % М, при малом Й имеет 
тот же знак, что и при т —= 0, ибо в нуль вообще в точке М не 
обращается). 
Векторный анализ. 6 


} ° } 


ор итлятнь ооимикоя | сей оне 2 
и ИТ, 


ресет 


а аще ие ел выс ту 


[| 
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Итак, угол М М* то острый, то тупой. Значит, М* переходит 
через плоскость при изменении знака: й. 

Замечание. Формула (5) показывает, что вообще кривая пе- 
ресекает плоскость (проходящую через точку М). Если 


— = 
п М=0, | 
т. е. если плоскость проходит через касательную (параллельна 


> 


‚ вектору М ), то 4 не меняет знака при изменении № (ибо содер- 
жит 1? в наинизшей ‘степени, от которой зависит знав 4). Такая 
плоскость называется касате льной плоскостью (касание пер- 
вого порядка). ` 

Итак, всякая ‘касательная Плоскость кроме со- 
прикасающейся располагается по одну сторону 
кривой. 

$ 3. Сопровождающий оеновной трехгранник. (Со всякой кри- 


вой в общей (не особой, — точка особая, еели М равно нулю) 
точке ее связан прямой трехгранник, вершина которого лежит 
в данной точке. Он имеет основное, фундаментальное значение во 
всей теории пространственных кривых. 

Три ребра этого трехгранника — три взаимно перпендикулярных 


направления — суть: и 
- < —> 
1. Касательная — вектор касательной т: 
— —>, 
т=М, 


— производная вектора М по длине дуги. 
2. Главная нормаль есть нормаль (т. е. перпендикуляр 
к касательной), которая лежит в соприкасающейся плоскости. 


Главная нормаль имеет направление вектора производной от т. 
Единичный вектор главной нормали у равен: 


у. =— 70 — М"о, 
1 | — ` 
где © есть скаляр вектора т- 


3. Бинормаль, или вторая нормаль, есть’ нормаль, перпен- 
дикулярная в соприкасающейся плоскости, а следовательно, к глав- 
ной нормали. Так как векторное произведение перпендикулярно 


к обоим множителям, то единичный вектор бинормали р можно 
положить: | 


х — 


ти 


, | ^ «2 —> 
Плоскость, перпендикулярная к касательной т, называется нор- 
мальной плоскостью (черт. 31); она содержит все нормали кри- 
вой (в том числе главную нормаль и бинормаль). 


о ради ь ИЕ Ош нь еее ИИ 


Е Зои иж ое ДЗ а Я ИО Зри тел 


памрлсей: гомо бобик: д 


ааа линня вабаыкт я 


= 


! 
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р «> —_ 
Плоскость, перпендикулярная к главнои нормали у, называется 


> — 
спрямляющей плоскостью; она проходит через касательную т 
(следовательно, это одна из касательных плоскостей) и через би- 


о. 
нормаль В. > 

Плоскость, пернендикулярная в бинормали В, есть соприва- 
сающаяся плоскость; она тоже проходит через касательную 
(значит, это тоже касательная плоскость, но касание второго по- 


— 

рядка) и через главную нормаль у. 
Положительные направления основных векторов. 
Существенно важно, что приведенные формулы: 


— 


— — -> ат > = —= 
т= М’, у= — о, В =тху | (3) 
| 45 
(0 положительно) определяют не — , 


только положение, но и полофи- 
тельные направления этих основ- 
ных единичных векторов! 

Какие положительные напра- 
вления определяются таким 0б- 
разом? _ 

1. Вектор касательной т есть 
производная, т. е. предел отноше- 
ния хорды в длине дуги: 


— их `` 
- аМ — пи ММ У Главная нормаль 
Дз ММ». Черт. 31. 


пло сиость 


отшриьль 


т Касательная 


[д оприкас. 
плосйость 


Нетрудно видеть, что положительное направление идет в сто- 


рону возрастания длины дуги $ (ибо тогда ММ* положительно). 
Если кривая задана уравнением: , | 


М =М (9), 


то положительное направление на кривой считается в сторону воз- 
растания параметра +. Длина дуги $ определяется формулой (2): 


' 45 \? > 
(=) = я 


А ГК: <> > 
при этом ЕР считается положительной, т. е. длина дуги воз- 


растает туха же, куда возрастает заданный параметр 1. 
2. Чтобы выяснить, что принимается за положительное напра- 


вление главной нормали 


& 6* 
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(© положительно), воспользуемся формулой (5) предыдущего па- 
раграфа. Эта формула давала расстояние 4 точки кривой М* от 


— 
некоторой плоскости, перпендикулярной к вектору я. 


> > — = — = | > = | 
4 =п. ММ* = (в. Му -М)-—— "М, )———: (5 
п. "Му + (в. М +@.М,) о: (8) 


Мы будем определать по этой формуле расстояние соседней точки 


— —> 
кривой М* = М (:- №) от спрямляющей плоскости. Спрямляющая 
плоскость перпендикулярна к главной нормали, значит, нам надо 
ВЗЯТЬ: , 
—> 

> м1 =. 

И = -— = М”. 
45 


, 


Выберем, кроме того, за параметр длину дуги $, и наша фор- 


°, мула (5) примет вид: 


—>->, —>—>, 72 —> —>/// 73 
а = (п М”) + (®М 75 --(иМ, )— 


— —> — -—> 72 —> —> 13 , 

— (МВ + (М М") < "М. ) = 
— 2 — =, 3 

М" + (М”М, к, ` 


— —> 

ибо М’М” =0 в‘силу перпендикулярности касательной и главной 
нормали. 

Отсюда видно, что рассматриваемое расстояние всегда положи- 
тельно, т. е. кривая лежит вблизи точки М по одну сторону от 
спрямляющей плоскости. В этом нет ничего для нас’ нового,— 
спрамляющая плоскость проходит через касательную; это — каса- 
тельная плоскость, а по отношению ко всякой касательной пло- 
свости (кроме соприкасающейся) кривая (вблизи данной точки) 
лежит по одну сторону. Для нас интересно теперь отметить, что 
первый член (определяющий при малом й знак суммы) положи- 
телен. Это значит, что 


4 = М”. ММ* 


— 
всегда положительно (при малом #й), т.е. угол вектора М” и хорды . 


ММ*— острый. 


` 


_> 

Итак, положительное направление М”, т. е. положительное 
направление главной нормали, есть то, которое идет 
от спрямляющей плоскости. по ту сторону ее, где 
расположена кривая. 


я 


.. ; > - ая 2 92 бр ня вы асе: вади м 
оао р Пане ро р Ащений ПАЧ оОаКВАЕ а икыя 


> ауле 
У К НЗЕАЕЕТУНИ 


к ы Жо РСА 


ох НАХ 


/ 
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3. Положительное направление бинормали определяется фор-. 
мулой: 


— = -— 


Р=тхХ» 


по данным направлениям касательной и главной нормали. По опре- 
делению векторного произведения эти три направления так же 
взаимно расположены, как три оси нормальной (левой) системы 
координат. 

3 4. Формулы Френе. Три основных направления, связанные 
с кривой в данной ее точке М,— касательная, главная нормаль и 
бинормаль — образуют три. ребра прямого трехгранника, вполне 
подобного трем осям нашей системы координат. Эти три прямые 
нередко и принимают за оси новой (подвижной) системы коорди- 
нат. В этой системе координат очень удобно выражать все то, что 
относится к кривой в данной ее точке, но для того чтобы ею 
можно было пользоваться, необходимо иметь формулы для произ- 


— > => 


водных от основных векторов ъ, у, В. 

Эти формулы, известные пох именем формул Серре-Френе, имеют 
совершенно основное значение в теории пространственных кривых; 
‚ более того, мы увидим, что вообще вся остальная теория кривой 
непосредственно вытекает из этих формул. 

1. Первую из этих формул мы уже имеем. Вектор главной 


нормали у определяется формулой: 


— 

1 . | . ` со Ч 
где есть скаляр (всегда положительный) производной я. (ибо 

5 


у— единичный вектор).. 
Отсюда имеем первую формулу Серре: а 
| _ у | 
=. =— (4) 
50 


2. Рассмотрим теперь прямо третью из этих формул: производная 


от вектора бинормали В, пак всякий вектор, может быть разло_ 
жена на три компонента по трем некомпланарным (не лежащим 


— — 4 

в одной плоскости) направлениям т. у и В. | 

Обозначая через а, В и с подходящие скаляры, имеем ра- 
венство: 


= ат + ФУ св. (а) 
8 . 
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Нам остается определить эти неизвестные скаляры, а, Б, с. 
‚ 1°. Докажем, что 


м м щ 


| . с = 0. 


—> 
Это очевидно, — В есть единичный вектор; следовательно, его 
производная перпендикулярна К нему, т. е. лежит в плоскости 


касательной т и главной нормали у. Компонент (координата) _ по. 
бинормали с равен нулю. 
Действительно, умножая равенство (а) скалярно на В, по- 
лучим: | . 
`, -- 
а 


—=атВ Е ВсЁ В; 


‚ но наши векторы ортогональны: 


ТВ УВ 0, 


—> 
и единичны: 2? = 1; значит, мы имеем: 


\ 


т. е. опять 
| х С == 0. 


2°. Так же докажем, что 
` а == 0. 


— 
Умножаем равенство (а) скалярно на т: 


ав ‚ — — — —— ° 
т а. = ат? -- ту -- ств, 


$ 


ИЛИ 
др 
—> 
РОВ а, 
45 
ибо: 
—.-. —>-— 
ти=т = 0 


в силу ортогональности векторов и т=1 в силу единичности. 
Диференцируем теперь основное равенство 


т8=0 
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по длине дуги: 


4т-+ —а8 
— т —- = 0. 
45 вт 5 
Отсюда 
48. ат-> 
‘ а —= т —— = — —— 6 
43 45 


— 


., ат 
Подставим сюда найденное уже значение производной =. по 
, $ р 


формуле (4). Имеем: 


а=—* . В =0, 
о 


— — 
ибо УВ = 0 в силу ортогональности основных векторов. 
3°. Итак, ' 


| `В уу 
- 45 
ав - . 
Здесь 6 — скаляр вектора —-, ибо у —единичный вектор. Дейетви- 


| 45 „“ 
тельно, возвышая в кзадрат, имеем: ` 


—> 


Обозначая В 1, имеем третью формулу Серре: . 
уд 
ав у 
СР == — 5 
45 у (5) 


Замечание. В свое время мы определили вектор главной 
> “г 
нормали у уравнением: 


` У: | _ 
Поэтому мы могли положить, что о положительно. Если бы 
мы взяли о отрицательным, то это значило бы, что мы переменили 


—> 
направление у. 
- — 
Равенство (5) мы получили уже, когда направление у было 


1 х 


а | 
определено, направление р тоже вполне известно, поскольку мы 
5 


а че РЕЗЮЯ 


1 
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— — — 
знаем направление В =тху. Поэтому т может быть положи- 
тельно, но может быть и отрицательно. 

3. Переходим теперь к последней формуле, которая должна 
занимать второе место в таблице формул Френе. __ 


> 


В у " й 
Это — формула, определяющая производную =; МЫ могли бы . 
\ 8 


получить ее тем же путем, какой мы применили для вывода фор- 


а 


‚ мулы_, но, конечно, проще получить ее из других соображений. 
5 ` , 


— > -> 
Три вектора т, у, В образуют три оси нормального (левого) 
трехгранника. Следовательно, каждый из них может быть получен 
как векторное произведение двух остальных (лишь бы они шли 
в нормальном порядке): 
— — — — — — > — —> 
т=ух р, у=Вхт, В=тху. * | ‚ (6) 
Диференцируем вторую из этих формул, как векторное произ- 
ведение: | 


1. —> —> — 


ду 48 -> -> @+ ” 
`—=- ХФ х—. 
45 4$ ТР 45 
о 4т _@8 | 
Подставляем теперь сюда. И т И формул (4) и (5). Имеем: 
$ 5 
ду уу 
ау — ид Жт - В х 9 , 
45 [8 
или по формуле (6): | 
ухт=— ПИ = — В 
_  Рх--БЯ-Е 
Следовательно, окончательно: 
4 т В 
т В. 
5 от 
Итак, вся таблица формул Серре-Френе имеет вид: 
4т у 
—= * — ж 
45 Г 
от „ _ в (1) 
45 [8 т | 
48`_ у 
45 г 


в р . он 
“Я; И ава КОЖИ РАС Ч СЕИСО 
ее ат ОК АЯ о В ие ы ЗН А Ат ни ани в, :. 1: 


бай иг РАЯ И-нет ар ное и ЕНАЕВ 


ом а а 


с . ий та РЕТРО ИВЕНЕ ы . 
КН: А 2- ое, чакр аа 
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$5. Кривизна, кручение. В таблицу формул Френе кроме 


основных векторов т, 7, В входят еще два скаляра о и г. Несо- 
‘мненно, что они должны иметь существенное значение для кривой. 
Нетрудно было бы непосредственно показать, что‚они не меняются 
с изменением системы координат. Мы придем к этому резуль- 
тату гораздо проще, —выяснив геометрический. смысл этих ве- 
ЛИЧИН. | - 

1. Вривизн а. Вспомним, как определялась кривизна плоской 
кривой. Кривая отличается от прямой тем, что меняет свое направле- 
ние; ее направление в точке М определяется направлением каса- 
тельной. Изменение направления между точками М и М*—искри- 
вление кривой — опредедяется углом между касательными в этих 
точках — углом смежности Да. , 


ь 


Отношение этого угла смежности в длине дуги 4 — ММ назы- 
вается. средней ривизной ^^, а предел отношения, когда точки 
М и М* совпадают, — кривизной кривой в данной точке: 

. 1 Да 


-- = Пт 
о дз = 0.45 


Обратная величина кривизны о есть радиус кривизны. 

Все это сейчас же распространяется на кривую в про- 
странстве. ". | 

Вот две бесконечно близкие точки кривой М и М*. Касатель- 
ные к кривой в этих точках не параллельны, — кривая изменила 
свое направление, и, чтобы измерить ее искривление, надо опре- 
делить угол между этими касательными. Но теперь эти касатель- 
ные не лежат в одной плоскости, и, чтобы определить их угол, 
надо из какой-либо точки, например из начала О, провести пря- 


/ —> — 
мые, параллельные им. Пусть это будут два вектора т и т*, концы 
которых суть-т и т*. 


_> 

При движении точки М по кривой вектор т, проведенный из 
начала координат, будет непрерывно двигаться — вращаться, сохра- 
няя свою длину (ибо это вектор единичный!). Его конец т опи- 
шет новую кривую, которая целиком лежит на сфере радиуса еди- 


- —> 
ница, ибо расстояние От всегда есть ‘единица (вектор т — еди- 
НИЧНЫЙ). | 
Эта кривая носит название сферической индикатрисы 
(указательницы) касательных. 
Две точки т и т* лежат на этой индикатрисе. Это точки, со- 
ответствующие точкам М и М* кривой. Угол смежности касатель- 
^щЩщ 
ных в точках М и М* есть угол тОт*. 
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> 
Итак, кривизной кривой в точке М следует назвать предел от- 
ношения: 
/—^ ^ 
._ тОт* 
Пт ———. 
и 
Вычислим этот предел. 
. „—щ< 
Проведем через точки т и т* дугу большого круга, тит». 
= Кроме того, через _ Эти точки проходит 
дуга индикатрисы тит» (черт. 32). 
. | 2/^ 
Центральный угол тОт* (угол двух 
радиусов) измеряется дугой большого 
— 
круга пи’т”. Значит: 
^^ —юмщ 
тОт®  титя 
/``\е р 
ММ* ММ* 
Теперь запишем такое очевидное то- 


ждество: 


^^ „^^ о 
` Черт. 38. ’ ММ* тт ттит* ММ* 


где тт» есть длина хорды, проведенной между точками ти т». 

Тождество очевидно, ибо по сокращении общих множителей 

в числителе и знаменателе правая часть совпадает с левой. 
Теперь переходим к пределу, когда точка М* совпадает 


с точкой М: 


— 5 \ - — — 
„ пит тя о. т о т ‚„ тптХя 
|1та = Пт ——— Пт ——— Им = Пт 
. = > д“ >С 
ММ* тт жит ММ* ММ* 
ибо: 
| тит тт ! 
ип = Пт =] 
ит ит 


как отношение дуги в хорде (хорда у дуги индикатрисы и у дуги 
большого круга через точки т и т*, очевидно, общая). 
Итак, кривизна кривой: | 


. 
ОИ А СЧС МНЕ 
Зее угона дер д Алам, 


ОА Х  ех .. : 
И ож ран 


, 
ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЁТРИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ВРИВЫХ 91 


где с— длина дуги индикатрисы, а $ — длина дуги кривой. В пре- 
деле отношение приращений дает производную: 


4 
„ 45 


Как же определить длину дуги индикатрисы? 
о общей формуле дуга кривой определяется формулой: 


9 а (9. 
4) _ (И) 
Теперь уравнение индикатрисы есть: 
> 


1 —> — 


т —= т. 
Вот что должно, следовательно, стать на место радиуса-век- 
— - 
тора М. | 


Роль параметра # по отношению к индикатрисе будет играть 
длина дуги нашей кривой $. Следовательно: 


40\? _ /ат\? 
,, -.) 
т. е. в силу формулы (4): 
42 _ у | 
И = — 4 
| РИ (4) 
имеем: -/ 


‹ 


40 | 
Знак кривизны я. остается ’ неопределенным. Мы будем его 
‚ 45 


считать всегда положительным. Следовательно, 


. /\ 
]1 тот“ 0 1. 
пи 9 


Обратная величина кривизны есть радиус кривизны, следова- 
тельно, первый скаляр, входящий в формулы Френе, о есть ра- 
диус кривизны кривой. 

2 


ручение. Направление плоской кривой вполне определяется. 


ее касательной. Для кривой в пространстве характерна не только 
прямая, которой она касается, но и плоскость, с которой она имеет 
касание наивысшего возможного — второго порядка, т. е. соприка- 
сающаяся плоскость. | 

Мы можем сказать: плоская кривая все время сохраняет одну 
соприкасающуюся плоскость, — это та плоскость, в, которой она 


= 


ПА ЗА А СОР ИРЕСОРА О Р ОР 


| 
з 


9 
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лежит; кривая пространственная меняет направление своей сопри- 
касающейся плоскости, — она закручивается в нространстве. Ме- 
рой кручения будет служить угол между соприкасающимися плос- 


— 
костями в точках М и М*, — это полное кручение на дуге ММ*. 
Среднее кручение есть отношение этого угла в длийе дуги, а кру- 
чение в данной точке М, или просто кручение, есть предел этого 
отношения. | 

Угол двух плоскостей есть двугранный угол. Его можно мерять 
линейным углом, но во многих случаях удобнее рассматривать 
(равный ему) угол двух перпендикуляров на эти плоскости. В на- 
шем случае перпендикуляр к соприкасающейся плоскости есть 
бинормаль. Таким образом приходим к мысли измерять вручение 
углом между бинормалями. | 

Чтобы определить этот угол, мы будем проводить из начала 
координат бинормали совершенно так же, как ранее проводили 
касательные. | 

Угол двух бинормалей из начала координат: | 


В = Оп и 8*= Оп», 


и 


/\ 
т. е. угол пОп*“, и определяет кручение: 
/\ 
.  пОп* . | 
— = Пт -. 
7 лк 
ММ* 


Пусть точка М движется по кривой, вектор Оп, следуя за би- 
нормалью (т. е. поворачиваясь так, чтобы оставаться все время ей 
параллельным), опишет своим концом и новую кривую, которая 


, в — — 
целиком лежит на сфере (ибо скаляр: вектора Оп = есть еди- 
ница). 
Это есть сферическая индикатриса (или указательница) 
бинормалей. ! 
Такие же рассуждения, как и раньше, приведут нас к заключе- 


`нию, ‘что кручение равно пределу отношения дуги индикатрисы 


к дуге кривой: 


/\ т 
ит т — Ни н . 
— —— 


Действительно, проведем через точки пи п” дугу большого 
= 
круга п’*. Тогда | - 


им 


пОт* = пк’п*, 


так как центральный угол измеряется своей дугой. 


ма НК О рен 


> в 
к 
В 
ро: 
< 
$ 
а 
3 
Я 
*> 
2 
м. 
. 
Я 
® 
% 
„8 
| 
© 
р 
о 
Е] 
$ 


: 


4 


А ар в, Мои ск. ср ди 952 
ое > На рик $ 
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--— ^^. 
Далее, если пп“ есть общая хорда дуги круга эп и дуги 
> 
индикатрисы пки*, то 


— \ — И 
.  ПОл* . ПК’П* . ПР’Т пп о п 
Пт —= Пи = Пт — — 
^^. и — оо 
ММ* ММ* пп пп ММ* 
> — > > 
. пк’п*. пп . лит. пп 
— |1 Пт Пт —— Нм 
| И РВ > р Ч 
пп преп * ММ* ММ* 


Последнее преобразование основано на том, что предел отноше- 
ния хорды к своей дуге равен единице: 


Ра — 

.  ПЕ’П* . пи* 

т — = Пт =]. ° 
—— р * й 
пп * пп 


Пусть 0’ есть дуга индикатрисы бинормалей, так что: 


> РА 
‚ 48 = ММ*, 406" = па. 
Очевидно: 


3х 
ММ* 


Итак, нам надо определить элемент дуги индикатрисы бинор- 
малей. Эта кривая определена уравнением: | 


> 


%=0. 


Подставляем В вместо М. в формулу: 


а ам \? 
т. 48 


и полагаем, что параметр { есть длина дуги кривой 5; получаем: 


- 


, 40'\*_ (4в\?. 
=) = (+). 


Подставляем сюда“ из таблицы формул Френе (1): 
$ , 


| т 


5 


а _ У 


ы 
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— — 
40’\?_ [(у\2 и 1 
45 т т т’ 
— — ., - 
ибо у? =1 (у— единичный вектор). 


Отсюда: . 
0’ ‘] , 
| ” 
| 


Мы получим; 


о А о ОИК -оо 


—— === ; 
45 


из двух знаков (+) мы выберем плюс, т. е. будем считать, 

что кручение 
} . 
о | 40' _1 (8 
4$ т 
того же знака, что г: 

Эта величина г — обратная вектора, кручения — называется ра- 
диусом кручения по аналогии < радиусом кривизны, 
| $6. Приложение формул Френе. Формула (8) ‘вызывает два 
вопроса, связанные между собой. 
1. Как определить величину и знак 7? 
. 9. Какой геометрический смысл имеет положительный или 
| отрицательный знак кручения? , 
Мы здесь ответим только на первый из этих вопросов. Ответ 
на второй вытечет сам собой из рассуждений . следующего пара- 
и графа, когда мы постараемся представить течение кривой вблизи 
данной точки М по заданным инвариантам кривой о и 7. 
| 


+ 


а ; . +. че . +1 .: 
мы дрен жи # ы нь, РОЯ : лы Роли, Век ох 


а 
^ ТА 
Е РИ я ОР 


=, 


Итак, как же определить величину и знак 7? 
‚ Путь Е этому лежит, конечно, через таблицу формул Френе (Т), 
ибо там мы ввели в первый раз искомую величину т. 


у р — 
Именно, мы можем вычислить т по формуле: 
—* . 
—__- —Т, ^ (2’) 
о > 
затем из первой формулы (Г) получим у и о: 
ат _ У 
45 0 


—> ы > 
Зная у, определим д: 
—> —> = 
, - То —=7хХУ, . . $ 
и, наконец, последняя формула (ТГ) дает нам ": 
—> >> 
а у 
45 т 
ибо все остальное уже известно. 


9 # 


|. 
г 
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пит — 


й , 
Такой путь, однако, слишком длинен и неудобен, особенно, если 
кривая задана в произвольном параметре +. 

Пользуясь таблицей (Т), можно легко притти к формулам, го- 
раздо более удобным для выкладок, потому что они дают непо- 
средственно величину радиуса кручения ’ и притом в функциях 
произвольного параметра $. 

Мы начнем все же с предположения, что кривая задана в функ- 
циях длины дуги $, и будем выражать последовательные произ- 

— 


водные от радиуса-вектора М через основные единичные век- 
> >>> - 


торы т, у, В и инварианты о и т. 

Заметим еще, что эти формулы дадут нам возможность полу- 
чить целый ряд интересных заключений в следующем параграфе. 
= Итак, по формуле (2’) имеем: 


— — 
М’ = т. 


Диференцируем теперь эту формулу по`5. В силу формул 
таблицы (Т) имеем: | 


— — ^ 
т. 
45 Г 


Диференцируем еще раз по $, опять применяя формулы таблицы (1: 


— — 1 >И 1 ’ > — _> ‘ 
м " — т © ы ” |) — (- й — г) ы ” () 
45 о . о о гуо © 


ИЛИ 
1) 
а о 
| 0" о от 
Это диференцирование можно продолжать и далее: 
— > 
М’=тх, 
ди __ = 1 
М =, —, (9) 
| ( 
=”, — | — ’ —> 
и чт 
с ( ст ` 


7 


Как мы говорили, эта таблица дает основание к целому раду‘ 
интересных заключений; к ним мы перейдем в следующем параграфе, 
а пока применим ее к нашей ближайшей цели— определения т. 


Составим для этого скалярное произведение трех множителей 


@ № И“) 


м 


: > > -> 
Заметим, что основные векторы т, ъ, В и единичны и ортогональны, т. е. 
обладают всеми свойствами координатных векторов +4, 1, К. Мы могли бы повто- 


^ 


м, о, 


{ 
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д 


рить по отношению к ним все правила действий, вывёденных по отношению 
к координатным векторам %, }, К . 
Следовательно, наше произведение будет равно: 


Ра 
‘ у 


1 0 0 
1 $ 
| — > — о — 0 1 
, „’ НА =— 
’ М М”= о ре 


(^) 1 
0 \ 0 от 
К, этому же результату можно притти (пожалуй, еще быстрее) непосредетвен- 
ным перемножением: 


он, | Е) Ши 
М" М" = ММ || тии | Вр. 
о о 


} 


[4 б 
Но 
— 
[+9] = 6; 
следовательно, 
— 1 1 1 >11 
(М М М" = —в| —т_- +7(--) — в |- 

| о [4 [4 от 

Перемножая почленно, и получим в силу ортогональности основных векторов: 
> => 1 
(М М М’)=-—. 
от 
Отсюда: 
1 > = = 
= — = — @*(М’ М” М”). (10) 
т . 
К этому еще надо добавить, что в силу первой формулы Френе (Г): 
—3 
1 -(#) он 0 
0? — 45 р] . . 0 — ® | 


Теперь делаем второй шаг — переходим к фувкциям произвольного пара- 
метра $. 


— 
Ищем производную от М по 1. 
По правилу диференцирования сложной функции (как уже мы в свое время 
делали) имеем: 


— — _ р 
ам _ ам 8 _ м; (а) 


— —> 
где, как и раньше, точка М означает производную по в и штрих М’ — произ- 
водную по 5. 

— 
Диференцируем формулу (а) еще раз по & при этом М’ как функцию $ 
придется диференцировать, как сложную функцию, т. е. диференцировать по 5» ` 


умножая на $5. 
Имеем: 


— __@ ' 5 . д,” =, › р г 
М = М =М 5 + М5. (5) 
а 


- 
3 


мы. 
| АИ И ИН аи пи 


Ра 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ, ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ 97 
и Ао НННЫХ КРИВЫХ 9. 


Диференцируем еще раз по & 


М — ам” 45 с + М” 95 — 
45 а а 43 @ а 


(с) 


—> . — ... — — 
= М” М” 258 + М” $5 + М’ 


$ = М” $ +38 8+ М’ 3 


Теперь составляем скалярное произведение трех множителей 


пр 
(МММ). 
Подставляя формулы (а), (Ъ) и (©), имеем: 


5 $ _, —.о > ® — о —_> . — ® оо ....) 

(ММ М) = |; - (М3 + М’$) . (М” $ 3 М” 5$ + М’ 3) /. 

Раскрываем теперь это произведение по правилу умножения многочленов 
(каждый член на каждый) и отбрасываем все те члены, которые содержал хотя бы 
два, одинаковых векторных множителя (ибо скалярное произведение трех мно- 
жителей, где хотя бы два множителя равны, есть нуль, — как параллелепипед, 
у которого все ребра лежат в одной плоскости). ` 

меем: - | 


(ММ М) = (М М” М") $. 
® 
— 


. \ 
Подставляя отсюда (М: М М”) в формулу (10), имеем: 


Далее из формулы (Ъ) имеем: 


3 — 1 — $ 
М” = ММ — М’ — = М—-М-. 
82 8% 82 $3 
Внося это в формулу (11), получим: | 
.. . 2 > ® “> > $ до > ®о ' 
(т т) _ 0—2 ММ 38 + М8 ‚. (а) 
Заметим теперь, что по формуле (2) (на стр. 76) 
® _° \ 
52 = МЗ, 
и, следовательно, диференцируя, получим: 
м 
$$ =ММ. 
Внося это в формулу’ (4), ишеем:. 
—^ . . Фо $ ое -^> ® . э ` 
1 _ М? 852—232 52 + 5252 — М? 88 — $7 52 `. 
0? $6 56 


ИЛИ 


(13) 


ВоКторный аи зииз. | 1 


бы 


98 | . ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОРА ПО СКАЛЯРУ 


Замечание. Интересно отметить, что в числителе мы имели бы, е точка 
зрения обычной алгебры, тождественно нуль. На вамом деле вычитаемое и умень- 
шаемое не равны. Это вытекает из неприменимости теоремы сочетательности 


к произведениям векторов. 
Итак, для вычисления всех элементов кривой мы имеем нижеследующие 


таблицы формул: р 


А. Параметр — длина дуги 5. 


=мМ,, | 
— —, 1 — р 
-у = М” 0, -—- = М”, 
0? 
— — — 1 (м М” М”) 
= МХМ” — = — 
В | 0, у М” 


| В. Произвольный параметр 1. 


т. 
т=М-:, #= М", 
5 
(5 | о 5 5.2 
 — им (ММ) о ^ № (им 
72 в 
мхи е, 1 ны) 
ото ме 


У праоючения. 1. Доказать, что уравнение 
М =+ (ай НЫЕ в) + 7 (ый - сэ) + & (ай + 38 - сз) 


определяет плоскую кривую, каковы бы ни были постоянные 


а, Ь, с. 
9. Показать, что касательные, главная нормаль и  бинормаль 


конической спирали: 
М =6в (1 05 + + зш +В) 


составляют постоянные углы с осью 2 (ось конуса). 


Замечание. Эта спираль начерчена на конусе 2* у? = 2; 


на плоскость ху она проектируется в виде логарифмической спи- 
рали о =е? (в полярных координатах Х). 


3. Доказать равенство радиусов кривизны и кручения кривой % 


М = 1 созЪ Е] зав #-2 6. 
4. Найти радтус кручения кривой: 
М —=40$ & +791 $ - Ё ©0838 4. 


АИ ЗЕЯ ЗИ 
: и 28%. СЕР МЕС ХА ОРЕИИТРЕ и 
ВХ ое. ПИ ний ин а тие" в 


ААА А. дк ко 


Соя а ме 
О ЕАН, 


ом. 


в 


НЫ 
АЯ 


окданьх” орала 
И ВЕ Я 


ЕН 


кА ьдь док ое 


` 
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_ $ 


©0582 $ 
О ТВ е Т. уе ЫЙ———_.——-. 
эиЬ $ 
5. Найти длину дуги Фивой 
>> . в . р 
М =, т НМ, ) 


отсекаемой плоскостью х — 3. 


1 
Ответ. 7—. 
2 , 
——-> К. 
6. Найти основные векторы т, ›, В в точке {= ^_ 
2 


М = $(с03 $ № 3112 1) + узш + (1 — с0$ # — К соз & 
Решение. Ищем производные в заданной точке 
М = (— шт #-- 2 зщ Ёсоз #) + ] (с08 #— соз? -- 1-Е чт =} 7+ К, 


М=ф(— СОЗ Е-- 260521) --1 (— зш Н2зт 25 + Е с03 [= — 2—7. 


Следовательно, . | \ 
> | ИН 
"_- М 1 .. > Мхм 1—2] + ЗК 
‘ТИ У ВИ оу , 
© 3 ® 2 14 - . 
М! ОИ у 


42 


$ 7. Приложения формул Френе. Мы переходим теперь к приложениям 
другого рода, имеющим более геометрический характер. Соответственно этому 
мы будем принимать за параметр длину дуги $5. | са 
Исходной точкой ‚являются формулы (9), ‘дающие производные от радиуса. 


—> 
вектора М: , 


—> — 2 
` М’ —=т, ь 
] 
МУ. (9) 
о 
>, —> | —>/1\ -1 
М” = — ги + (-)-#-- 
0? о - от 


Эту таблицу легко продолжить. Диференцируя третью производную, найдем 


1\ 1\. 1\ ши, т)’ ав’ 1 

НИК _ > 71 / 4 

М (1) +3 (+) —в (1) О |) --—,. 
[в [в ог 48 0 —@5 Г 4$ от’ 


или в силу формул таблицы (ТГ): 
— ТА Тит Ги 1 ] _ 1\* 11\ 
АГНИЯ ---е- 
0? о \о у 0° 07 р от го | 
* (1) (т) 1 | ы 21) (к) . 
=——| — О О И И 9, 
И В ВК 


9 ж 
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`# 

Очевидно, диференцируя последовательно и пользуясь формулами Френе (Т), 

— и 


мы представим любую производную порядка К от радиуса-вектора М в виде: 
М = Аут -- Вь» - СВ, 


где А;, Вь С» зависят только от о, Г и их производных. Возьмем. какую-либо 
начальную точку Мо. Пусть этой точке соответствует значение дуги $ — 0. Мы 
всегда, можем расположить оси координат так, чтобы они совпадали с тремя 
основными векторами кривой в начальной точке: 


, — ож — 
$ = т 1=%, Ё№=В. 


— 
Любая производная М () будет зависеть только от значений инвариантов 
сити их производных в точке $ =0. Пусть нам даны эти инварианты как 


функции длины дуги $. 
о =0($), т =1(з); 
‹ тогда мы будем знать все коэфидиенты А,, Бь Сь а следовательно, и все 


(Е 
производные М () и сможем написать уравнение кривой в виде бесконечного 


ряда; . , 
—= № т $ отт. “1.2.3 о-... 


—> 
М, здесь будет произвольный постоянный" вектор. ъ 
Кривая вполне определена, —мы можем только ее передвигать в простран- 
— ‚ 
стве, меняя вектор Мо, или вращать, выбирая иначе основные координатные 
векторы %, 7, К. Имеем теорему. р 


1 1 - 
ТЕОРЕМА. Кривизна и кручение (: и т) определяют кривую вплоть 


и 


90 перемещения в пространстве. 
Возвращаемся к формулам (9) или даже лучше к разложению (а). 


Формула, (а) есть равенство векторное; оно распадается на три ‘равенства. 
— , 
для трех координат вектора М (отдельно равны коэфициенты при %, / и К в. левой 
и в правой частях равенства). _. ` 
Обозначим координаты вектора М буквами 2, у и 2. , 
Положим, кроме того, Мо = 0. 
Эти три равенства навишутся в форме: 
А 1 5 1 ( ) 5% + 
= мм) ..е 
26 0\0/8 
1 5" 1 \/ $3 1\” 1 1]5 
=--=+( -)— Я 14 
"о 2+ (5) 8+ |(е) 0? ити | (14) 
1 


1 [2 (1у+т(Т) я, 
от 6 г\о о \‘т 24 °`` 
‚ При составлении этих формул мы, конечно, пользовались формулами (9) и (9'), 
Для первой формулы (2) мы выписывали коэфициенты при т (=), умножая 
на соответствующие степени $ [см. формулу (8)]. Для простоты записи мы опу- 
стили указатели при о и", т. ® везде следовало писать % и 7. 
Формулы (14) дают возможность представить расположение кривой вблизи 


данной точки Мо. 
Именно, нетрудно написать уравнение проекции нашей кривой н& любую 


координатную ‘плоскость, т. е. на соприкасающуюся плоскость, спрямляющую. 


< 


не НИ д я ен 
Ч, и рт, 


ету 


ыы... ... °. . 
оеене о над ееих, Фе. 


Ме «уда. з: 


М аа 


&- 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КРИВЫХ 101 


‘ 


| — ‘= — 
и нормальную, ибо оси координат совпадают с основными векторами т, у, В 
в этой точке. 


1. Например, получим проекцию Нашей кривой на соприка саю щуюся 
` / — = 
плоскость. Это — плоскость, проходящая через векторы +(=диз(=7. 


- — 
Только эти два компонента, и будет содержать проекция нашего вектора М на 
эту плоскость. Следовательно, мы получим уравнения 
искомой проекции, отбрасывая третью координату: 


(а) 


| и“ (1); и 
20 0/6 7 . Черт. 33. 


Кривая (а) касается оси х, ибо у — бесконечно-малое ' второго порядка, . 

а т— первого порядка. Она лежит по одну сторону касательной, ибо у при 
. 52 

достаточно малом $ всегда положительно (младший член — содержит 3 в четной 

то 


степени). Она, лежит по обе стороны нормали, ибо с переменой знака, $ коор- * 
дината х меняет знак. 


—> ы й 
итак, кривая (а) вблизи точки М имеет вид обычной параболы ‚2-й степени 
(черт. 33). 
©. Проекция на спрямляющую плоскость, Эта плоскость содержит 
— — . 
два вектора, т (=1) ир (=). Эта проекция получится отбрасыванием второй 
координаты. Искомые уравнения будут: | 


15 


1,58 0) 


Кривая (6) касается оси х (касание второго порядка), ибо г — бесконечно- 
малое третьего порядка, а х — бесконечно-малое первого порядка. 

Она, лежит по обе стороны касательной, ибо 2 мевяет знак вместе с изме- 
нением знака, $. . | 

Она, лежит по обе стороны нормали, ибо и х меняет знак вместе с $. 

Мы имеем обыкновенную точку перегиба, (черт. 34). 

3. Проекция на нормальную плоскость. Эта плоскость содержит. 


векторы У (=]Ли В ( =). Эту проекцию ‘найдем, отбрасывая первую коор- 
динату: ` 


(с) 


Кривая (с) касается оси у, ибо порядок малости 2 выше, чем порядок 


| 3 
малости у, но это касание дробного порядка о. (Если считать уза босконечно- 


И 1. 3 
малое первого порядка, то $'будет порядка у и 2— порякда ».) 


Это уже показывает, что мы имеем ‘в начале особую точку. 


` 


ео 
„ 
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Кривая лежит по обе стороны касательной, ибо 2 меняет знак вместе с 
изменением знака $. | 

Кривая лежит по одну сторону нормали, ибо у всегда положительно. 

Начало есть точка возврата, (черт. 35). ` 

Геометрический смысл знака кручения. 

Нам нетрудно теперь установить, какое значение имеет положительный или 


отрицательный знак кручения. 


Лучше. всего для этого воспользоваться проекцией (Ъ). Если кручение 
положительно, то отрицательному $ соответствует положительное 2, и на- 
оборот. При положительном кручении кривая переходит о 
положительной стороны соприкасающейся плоскости на 
отрицательную; при отрицательном — наоборот. 

„» Отложим по главной нормали в положительную сторону радиус кривизны о. 
Эта точка называется центром кривизны. Проведем через центр кривизвы 
прямую, параллельную бинормали, — это ось кривизны. - - 


Ф 
т< 0. ">0 
Черт. 34. Черт. 35. Г 


‚ Кривая закручивается около оси кривизны подобно винтовой линии. Она 
всогда обходит ось кривизны слева направо, —если смотреть от оси кривизны 
на кривую. При этом, если кручение положительно, то кривая идет сверху вниз; 
если кручение отрицлтельно, то кривая поднимается. 


з 8 Примечание. Мы представили течение кривой вблизи точки Мо, 
где кривая не имеет никакой особенности. Если кривизна или кручение 
обращаются в этой точке в нуль, мы будем иметь для нашей прострач- 
ственной кривой ту или другую точку перегиба. Вид кривой будет другой. 


| 
1. Стационарная касательная. Пусть, напри мер, кривизна =0, 
’ . 


- _ , , и] 
но ее производная (2) и кручение . не нули. 
х 0 : . 


Наши три проекции будут: 
х = $ -- о ооу ‚ 


соприк. пл. о (а) 


у -(5) 5+. 


$-+... 
©прямл. пл. (5) 
а (ум, 
== о) 24°” 
(9 
| у = 5] 6 +" 
‘норм. пл. (с) 


# = г\о/ 24 ... 


Кривая лежит по обе стороны спрямляющей плоскости (касание второго 
порядка) и по одну сторону соприкасающейся (касание третьего порядка).`Кривая 


о» Гиль 


У 


. . *.. 
А аи .-. 
на дне: 


< 
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имеет касание второго порядка, с касательной. Каса- 
тельная стационарна (черт. 36). 

г. Стационарная соприкасающаяся 
ПЛОСКОСТЬ. 


/ у | ` 
” * 


1 . 
Пусть теперь кручение нуль: _ =0, ноего про- 
х/ ; 


1 
изводная (- и кривизна — не нули. 
у [4 


Наши проекции будут: 


. 1$. 
д—е— =. 
06 
соприк. пл. ` (а) 
-*+ (г) =. 
у = 26 о] 6 +*- 
_._ 1%. 
ы ы 0? 6 
©прямл. пл. () 


| -й+ (1) =+ 
у 20 о 6 .. 9 
норм. пл. | . (с) 
1/1\$ . 
и)... Черт 36. 
у не (+) + | Е. 


Кривая располагается по одну сторону спрям. 
ляющей плоскости (касание первого порядка) и по 
одну сторону соприкасающейся (касание третьего 
порядка). Соприкасающаяся плоскость 
стационарна (черт. 37). 

3. Наконец, можно отметить точки воз- , 
зрата, где ° В 


—> 

_ М’ =. 
<> < > 
Задачи. 1. Найти эволюту кривой М, 


-> 
Т. е. кривую М, касательная к которой явля- 


= 
лась бы нормалью кривой М. 
Решение. Точка № лежит в нормальной плос- 


кости (на, нормали!) кривой М. Звалит: 
> — —> 
№ = М-- № + 68. 


Ее касательная пропорциональна вектору № (дифе- 
ренцируем по дуге кривой М): Черт. 37. / } 
№ = МЫ» рвов св = т (1- с} °(ь + =) + (= „) 
Этот вектор лежит в нормальной плоскости, значит: | | 


6 
1— —=0, 9=о, 
о- о 


х й у ' „ 
* 
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он проходит через точку М; отеюда.. 


й 
И в - 
т т 


| ь. 6 
Ответ. Точка № лежит на оси кривизны (5 = 0), так что угол 


| 


ф = (5 , ь) | ф = определяется уравнением - г. 
/ 5 


* 


__,  Эволют — бесчисленное множество. 
2. Найти эвольвенту кривой М, т.е. кривую М, тав, чтобы нор- 


дя НА ал . И. ЗОНУ 
п Ва лм ой АрОЕ И ОО 
ь : Зы, м 


ЗАТ ре 


маль к М была касательной к М. р 
> + 
Решение. Точка м лежит на касательной к М. Значит: 
/ 


- Х=М а т. | ы 

— — ы 

Касательная к № (диференцируем по дуге $ кривой М) . 

— =>, — —> — п — : 

| № = М’- ат ат +» : 

|. 

перпендикулярна к т (ибо т есть нормаль для №). р 

\ Значит: { 

—>-—> , 

( т № = 0, ; |: 

т. е. й 

Та’ =0. Е 

| - .. „ = : 

_ Ответ. Надо взять точку № на касательной к кривой М так, 
| чтобы 


Мм -- $ = ©0084. И 


3. Найти две кривые Ми № так, чтобы’у них были общие 
главные нормали (кривые Бертрана). 


Решение. Точка № лежит на, главной нормали к М. 
значит: - 


— > — 
М = М- 6». 


Касательная к м (диференцируем по дуге $ кривой м) 


ох та ов 


Ден» 


—06 
№ = ЕН (1) +5 В = 


— —> 
аерпендикулярна к э (ибо это главная нормаль №); 
—>-—> 
у № =0, 
и =0, 6=6018%. 


Далее, » есть главная нормаль №, следовательно, лежит в ее соприкасаю- + 
щейся плоскости: . 


а и а 


т.е. 


— —-— 
(«№ №) = 0 


_- 
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Но 


Следовательно, 
(.—’) (1) +2 (1 о 
о/ т т о 
— —> 
Ответ. Кривизна и кручение кривой М (равно как и №) связаны 
линейным соотношением: ._ 


/ А. Вс. 
о т 


Расстояние между.соответствующими точками М и М постоянно, 
и касательные образуют постоянный угол. 

4. Найти центр № и радиус В соприкасающейся сферы к данной 

— ы ; 
кривой М, т. е. сферы, имеющей с кривой касание третьего порядка. 
(расстояние соседней точки кривой М* от сферы есть бесконечно- 
`\ 

малое четвертого порядка по отношению к приращению ММ* = 1). 

Решение. 'Расстояние 4 точки М* от сферы меньше ее расстояния от 


центра сферы на длину радиуса В. 
Значит: 


(а-+ В = (М*— №}. 

Если " 
/ — -— — — — 
ХМ = М + ат + 6» + сер, 


ТО ` 
а -- В) — | 7!) № -- .. . +  ( . Ь + 1? -- в (.) | ) -- 
( =] т а | боя у 516 (© ... 


2о 
— рз 2 дз 2 
-- В-е—в +. ) = (+ й——- ...) - 
бот бот 
ь 2 18/1\’ 2 рз 2 
— АН — ... —е—+...)], - 
+ +в (е)+ |+ бт" ` 
| [3 6/1\° е 
42 - ав -- В = — Зав - м(1-—о)+ йз (о) -—-1-+..- 
Г Зог 3З\0 Зотг 
Отсюда следует: | 
В? = а? + $2 -+ 2, 
и так как 4 — бесконечно-малое четвертого порядка, то 
И.) [11 Ь /1\ в 
а = 0,1 — — =0, ———[/—) + —=0. . 
у [ Зет. 3 (.) ы ог 
Ответ. Центр соприкасающейся сферы лежит на оси кривизны 
| й . 
(а=0, 6 =о) на расстоянии с = —т Е от соприкасающейся пло- 
$ 


. 2 
кости. в-и+и(#) 
5 


и 
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Мы рассмотрели довольно подробно теорию кривых; зато теории 
поверхностей мы коснемся совсем вскользь. 
$ 1. Васательная плоскость, _ нормаль, линейный элемент” по- 


верхности. Если радиус-вектор М есть функция двух переменных 
% и %, то геометрическое. место концов его М образует поверхность 


{конечно, при выполнении условий конечности, непрерывности ит. д.) 


Мы будем писать: 
, М =М (и 5. | (1) 
Полагая в уравнении (1) - = с015, мы получим уравнение 


кривой — линии %, ибо М будет функцией одного переменного %. 
Давая ух различные постоянные значения, мы получим семейство 
кривых %, которые покрывают поверхность. 


Аналорично, давая и различные постоянные значения, получим 


второе семейство линий у. ` 

Задавая значение и и значение 9, мы выделяем одну линию 9 
и одну линию %. Пересечение этих линий определяет нам точку. 

Мы будем предполагать, что в той области поверхности (для тех 
значений и и %), которую мы рассматриваем, две линии чиф 
пересекаются только в одной точке, так что пара значений (и, `®) 
вполне определяет точку. 

Параметры чи 9 называются криволинейными коорди- 
натами точки на поверхности, а линии % и %— координат- 
НЫМИ ЛИНИЯМИ. 

Уравнение кривой. Чтобы получить уравнение произвольной 
кривой Г (на поверхности), надо задать и и ® функциями какого- 
либо 1 нового параметра :: 


ии (у в=о (0. оо (2) 


Тогда М будет сложной Функцией от $. 
Вектор касательной к кривой Г получим, диференцируя урав- 
нение (1) по С 
МОМ. ом. %. 
ди 4+ - 0% | 


Для краткости мы будем обозначать частные производные по 
ии © значком внизу: 
в — 9 — М . 

ды д% 


р *ы 


С КИЙ 


й . 
|. гот :. о ден о ` 
ИЕ О ЗИ ИКИ бич 


\ 
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Кроме того, нам удобнее будет рассматривать бесконечно малый 
вектор касательной (т. е. диференциал), оторый имеет то же на- 
правление, что и производная, ибо получается умножением ее на 
<каляр ‘4 


АМ = М аи + М, 4%. | (3) 


ддесь диференциалы 4и и 4% должны быть вычислены из урав- 
нения (2). | 

Касательная. плоекоеть. Будем брать различные кривые через 
ту же точку М. Касательные к ним будут выражены той же фор- 


> — 
мулой (3). Производные М, и М,, очевидно, останутся те же, только 
диференциалы 4% и 4% будут вычисляться из других уравнений (2). 
Вектор касательной к любой кривой выражается линейно. через 


— — . 
два вектора М, и М,; следовательно (стр. 18), эти три вектора 
компланарны. - 

Итак, вектор касательной к любой кривой на по- 
верхности 5, проходящей через ее точку М, лежит 


— — 
в плоскости, определяемой вевторами М, и М.. 
Эта плоскость, содержащая все касательные к поверхности 
в точке М, называется касательной цлоскостью. 


—> >> 

Мы будем предполагать, что М, и М, не равны нулю (точка 
обыкновенная). 

Нормаль. Прямая, перпендикулярная к касательной плоскости 
в точке М, называется нормалью поверхности. 

По свойству векторного произведения (векторное произведение_ 
перпендикулярно к обоим своим множителям) вектор нормали (не 
единичный) есть 


> — 


`` М=мМ,хм.. , (4) 


Мы условимся называть направление вектора (4) положительным 
направлением нормали. Оно зависит от порядка, в котором мы взяли 
параметры и и %. _ | 

Линейный элемент поверхноети. Длина дуги какой-либо кривой 
на поверхности определяется по формуле: | 


^ 45\* —> 
ор = М?. 
(а) 
Нам удобнее будет вместо производной рассматривать диференциал 
длины дуги. - . 


В силу формулы (3) мы получим: 


452 = Мзат = а М? = (М, аи + М, 4%}, 
ИЛИ 


452 — М? 44+ ЭМ М ди 4% + М3 4»? = Е ди? + 2Рдиду + ат. (5) 


8 


„ 


У. Кор Ча... “ ее. Ц“ 


ъменяются только диференциалы 4%, 4%, вычисляемые из уравне- 


‘произведения: М, М. = 0, показывает, что векторы касательных (не 


308 . ДИФЕРЕНЦИРОВЛНИЕ ВЕКТОРА ПО СКАЛЯРУ 


В этой формуле коэфициенты: | - 
Е = М? Е=М,М, в = М? (6) 


не зависят от выбора нашей линии (2) и остаются одни ‘и те же 
в данной точке поверхности для всех кривых на поверхности; 


ния (2). 
- Выражение (5) ‘называется линейным элементом по- 
верхности. 

Формулы (6) показывают, что ‘средний коэфициент линейного 
элемента равен нулю, если координатвые линии ортогональны, и 
только в этом случае. Действительно, равенство нулю скалярного 


единичные) к линии „—М, И ЛИНИИ —М, перпендикулярны. 
Уравнение поверхности может быть дано в неявной форме 


в виде уравнения между координатами, вектора М: 
| Е (2, у, 2) = —=.0 (17) 


Для веякого ‘бесконечно малого перемещения по поверхности вектор 
касательной 


ЗИ СР, те ле. УК А Не ылиинии 


АМ — 4 + 1ау-+ Ва (а) 
удовлетворяет тождеству: —, ` 
| Е. 42 ЕЕ, +, 4—0, ©) 


которое получается, если брать полный `диференциал от обеих 
частей уравнения (1°). 
_ Уравнение (Ъ) имеет вид скалярного произведения двух векторов 


Ми № №аМ =0, (с) 


где второй вектор м равен: 
№ =4Р, + 7Е, АР. (4') 


Мы снова видим, что все касательные (а) к кривым на поверх- 
ности В данной точке лежат в одной плоскости, перпендикулярной 


соо реа НЫЕ мг 


к вевтору № Это — касательная плоскость поверхности, а следова- 


тельно, № есть нормаль к поверхности. 

$ 2. Развертывающиеся поверхности. Так называется поверхность, обра- 
зованная касатеяьными к какой-либо пространственной кривой Г.. 

Обозначим буквой у длину дуги в нашей кривой: 


Т=Ь (5), 
и пусть и есть отрезок касательной от точки касания Г, до точки М. В таком 


случае текущий радиус-вектор М какой-либо точки М поверхности будет пред- 
ставлен в функции двух параметров \ и % следующим образом: 


М = РЕМ, 
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/ р 
ИЛИ ' 


— | 


—>> — 
М = Г ит. (а) 
— ‘ —> 
Здесь т есть единичный вектор касательной кривой Г, и зависит (так же, 


— —> 
каки 1.) только от 5; так же и далее все величины т, о ит. д. бухут отно- 


— 
ситься к кривой Г, и будут зависеть только от длины дуги этой кривой $. Про- 


— 


— аГ, 
изводные по у будем обозначать штрихом Г/ = ——. 
$ 


Диференнируем формулу (а), чтобы определить элементы поверхности: 
— — — — 
аМ = т аи + (Ё - чит) а, 
иди в силу формул Френе (1) и (27): _ 
ам + (т ">, 4%. (5) 
® о * 

=: этой формулы вытекают основные свойства развертывающихся поверх- 

ностей. 


ТЕОРЕМА ТГ. Касательная плоскость касается развертывающейся по- 
верхности вдоль целой образующей. 


—> 
Действительно, вектор нормали № к поверхности ‚есть 
— —> 


> — > и > => > и -4 
№ = Мих М, =тх (тия) хех, =В— 
С ( о 


(с) 


Мы видим, что при изменении и (при движении вдоль касательной — по 


— — 
образующей поверхности) вектор М не меняет своего направления В (меняется 
только скалярный множитель и). Это и показывает, что вдоль всей образующей 
(касательной к кривой Г.) касательная плоскость одна и та же. 


Мы можем добавить, что касательной плоскостью служит соприкасающаяся 


. — — 
плоскость кривой, ибо нормаль № параллельна бинормали В кривой. 


ТЕОРЕМА П. Развертывающаяся поверхность налагается без складок 
% разрывов на плоскость. В 


Найдем линейный элемент‘ нашей поверхности: 
— — — 4 2 
3% = а № = [Та -- ( т+-—» а» = 
о . 


_. р] 
— ди +91 (7+ ПУ ) аи + (7+ „*) 40°, (4) 
о , | 6 
Или | 


х 


8 
13* = 4? + 2 аи д» + (1+ ==) 4%. 
@ 


Будем менять кручение нащей кривой Г,, оставляя. ту же самую кривизну 


(как функцию от 9). Наша поверхность (геометрическое место касательных). 


будет сильно меняться, но линейный элемент ее всегда будет вычисляться по 
формуле (4). Между тем в эту формулу входит только радиус кривизны кривой о, 
и не входит радиус кручения. Следовательно, длина любой линии на поверх- 
ности при этом не будет меняться, ибо она будет вычиеляться на обеих по- 
верхностях по ‘одной и той же (буквально) формуле (4). 

Такое преобразование поверхности, когда, меняется ее форма, но длины всех 
линий на ней остаются без изменения, называется. изгибанием поверхности. 

Итак, меняя кручение линии Г, без изменения кривизны ее, мы изгибаем 
поверхность касательных. ! 


ом 


; 
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Возьмем теперь кривую с той же кривизной и кручением, равным нулю. 
Это будет плоская кривая. Все ее касательные будут лежать в этой плоскости. 
Следовательно, поверхность касательных (а) будет теперь плоскость. 

Длины всех линий (соответственных, т. е. с теми же значениями параме- 


тров и и 9) останутся и в этом случае равны. Наша поверхность наложится на 
плоскость. 


Примечание. Рассмотрим семейство поверхностей 5, — семейство, 
зависящее от одного параметра. Две поверхнссти семейства 65 и 5, пересе-' 
каются по линии. Если 5, бесконечно приближается к] би в пределе со- 
впадает с ©, то наша линия, преобразуясь на поверхности 5, займет неко- 
торое предельное положение. Это предельное положение называется ха- 
рактеристикой, а геометрическое место характеристик огибающей 
семейства, поверхностей 5. 

Если мы возьмем семейство плоскостей, то линия пересечения двух 
плоскостей будет прямая. В пределе мы получим тоже прямую. Следова- ` 
тельно, все характеристики будут прямые, и огибающая будет образована. 4 
этими прямыми. ы 

Три поверхности — теперь три плоскости — определяют точку. В пре- 
деле, когда три плоскости семейства совпали, мы получим некоторую точку, 
лежащую на характеристике. Геометрическое место этих точек есть кривая, 
лежащая на, огибающей. Она, называется ребром возврата огибающей. 

Можно доказать, что. ребро возврата касается всех характеристик. 
Таким образом огибающая составлена из касательных к некоторой кривой 
(к ребру возврата) и, следовательно, есть развертывающаяся поверхность. 
Плоскости семейства суть касательные плоскости развертывающейся по- 
верхности. ы 


‘ НЯ ` 
лбами ока СЕ р 


$ 8. Кривизна кривой на поверхности. Имеем кривую Г, на поверхности; 


она определена, уравнением (8). Вектор (единичный) касательный к этой кривой в 
есть ° 


— 
ам. 
4$ 


где 45 — линейный элемент кривой, определяемый формулой (5). 
Диференцируем еш® раз по длине дуги кривой $: (2 


аи > 4 


М.Е М. 95? (а) 


о тяг 


= — рый ыыы М —— 
о М 4) “ Ми 48 48 № Мы 4$ ты м, 


Здесь мы заменили по формулам Френе (1) 


о () > @иа% - (“+ — и 4% 


о 
— 
> 
``’ 
Земди ЗЕ а < 


й. 


> - 
а2М у 


45°. о’ 


—> . => 
где ри о суть вектор главной нормали и радиус кривизны рассматриваемой 
кривой Г. 


Умножим теперь обе части равенства (Ъ) на вектор нормали к поверхностям 


— . 
и даже лучше возьмем с этой целью единичный вектор нормали п к по- 
верхности: У 


—>—> >> —— —— 

пу п Ми 4 2 п Му ди 4% - п Мьа = би 40 
о 453 “ 43? ° 43° 

Здесь Мини и т. д. суть вторые производные: 
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` > 
Два последних члена, пропалают, ибо нормаль %* пернендикулярна ко вея- 


—> — 
кой касательной —и к М, и КМ. 
—— 
` Далее, скалярное произведение единичных векторов ® » есть косинус угла 
^ у - 


— — 
а — Я» между нормалью к поверхности % и главной нормалью у кривой, т. е. 
угол нормали к поверхности с соприкасающейся плоскостью кривой. 


Итак» 
> — ——> —> — 
60а ПМ аш Миаца- % Ми 45? (©) 
=— ————_—_———_—_—_—_—_— 
о 45? 
Эдесь коэфициенты 
—>-—> > — —>-> 
Р=пМ,,, Р’=п М От Ми (7) 


не зависят от выбора кривой; это — коэфициенты, характеризующие поверхность. 
Правая часть Формулы 


соз`а _ Рам? 21’ ди до + Г" д 
ео 4! -+- Рац ао + ваз 


содержит, кроме того, только еще отношение диференциалов ди: 4%, опреде- 
ляемое уравнениями (2), но все кривые, имеющие общую касательную (3), 
имеют одно и то же отношение диференциалов аи: а. Следовательно, левая 
часть одна и та же для всех кривых с общей касательной. В левой части кроме 
радиуса кривизны о мы находим а — угол соприкасающейся плоскости кривой 
с нормалью к поверхности. Отсюда, теорема. 

ТЕОРЕМА Г. Все кривые на поверхности с общей соприкасающейся пло- 
скостью имеют одну и ту же кривизну: ту оке кривизну имеют плоские 


4 


сечения поверхности этой соприкасвающейся плоскостью. 


м 


Эта, теорема позволяет нам сосредоточить наше внимание только на плоских , 


сечениях поверхности,— они дают кривизну любой кривой на, поверхности. 
Теперь мы сделаем еще один шаг и от произвольных (наклонных) плоских 
сечений перейдем к нормальным сечен иям, т. е. сечениям поверх- 
ности плоскостью, проходящей через нормаль к поверхности. 
ТЕОРЕМА 11. Центр кривизны косого сечения поверхности есть пфроек- 


ция на соприкавающиуюся. ®лоскость центра кривизны нормального сечения. 


с общей касательной. 


Га 
Рассмотрим сечение поверхности плоскостью, проходящей через нормаль. 
к поверхности и чефез ту же касательную (3). 


— — — 
аМ = М, а,-+М, а. - 


Отношение диференциалов аи: 4% для этого нормального сечени$ останется 


то же, что было и для косого сечения (8). С другой стороны, угол соприкасаю- 
щейся плоскости с нормалью теперь: 


а =0 или а =л. 
Следовательно, по формуле (8) радиус кривизны нормального сечения В 


равен: 
1 Дам? -- 20'’диау-- Пао 
о о т би атИ 24% 


> 


Е - Ед + 2Ращао + баз’ 
Знак (--) соответствует а — 0, знак (—) соответствует а —=л. 
Сравнивая (8) и (8’), имеем: › 
ее — 
= —, 9 
608 а = -{- В (9) 


ИЛИ 
о = -- В соза. 


{ 


112 ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ВЕКТОВА ПО СКАЛЯРУ 


. Отсюда и вытекает теорема ТТ, ибо центр кривизны помещается на главной 
вормали кривой на расстоянии радиуса кривизны от соответствующей точки 
ивой. 
ЕР На, прилатаемом чертеже (черт. 38) М.А — нормальное сечение, МЕ — косое 
сечение через ту же касательную МВ. 
С — центр кривизны нормального 
сечения: 


© 
МС, —6, МС = В, СМС; =а. 
В силу уравнения (9) 
МС, = МС соза, 


чфых саиь шо ФФ чаше оь чт 


их т 
т.е. СС.М= о’ и С. есть проекция С 


Й 


— 


) на плоскость ЕМС:. 


„Примечание. Если мы будем 
вращать секушую плоскость около 
касательной МВ, то центр кривиз- 
ны будет все время помещаться на 
своей нормали, т. е. в плоскости, 
нормальной к касательной в той 
точке, куда падает перпендикуляр 
Черт. 38. из С. Легко видеть, что центр кри- 

визны косого сечения С, опишет 


Ро 
> = 


‘<> 


ит... аа Е 


при этом окружность с диаметром МС (ибо прямой угол СС,М опирается 
на, диаметр). , 
Итак, нам остается изучить, как меняется кривизна нормального сечения, 
если мы будем поворачивать касательную (поворачивать секущую плоскость 
около нормали). . , 
В формуле (8’) знак (-+-) или (—) надо выбрать так, чтобы правая часть 
оказалась положительной, ибо В положительно. Мы введем новое условие: бу- 
дем приписывать радиусу кривизны нормального сечения знак и выберем его 
так, чтобы В было отрицательно, когда направление главной нормали совпа- / 


ды 


зет с направлением нормали к поверхности (а = 0). Следовательно, в фор- } 
муле (8) надо выбрать знак минус: | | } 
1 ___ Рам-2р’аи в - О”? } 
в о ^ 10 1 

В 45? 

т 


Выберем теперь систему координат так, чтобы оси фи 7 лежали в касатель- 
ной плоскости поверхности в точке М, и примем за параметры и и © первые 


две координаты вектора М, так что 
М =ш- о + ЕМ.. } 

"Тогда, Е будет первой координатой единичного вектора касательной: : 

Ё 

Де МИ, 


О 
т. е. будет равно косинусу угла ф касалельной с осью %; аналогично „. равно 


синусу этого угла: \ 
аи __ 4% : 
[1 8 


ибо касательная лежит в касательной плоскости, т. е. в плоекости векторов ти. 
Пусть 
‘’/  Вж-И. 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ. ПОВЕРХНОСТИ 113 


Уравнение (10) примет вид: 
= г = с0$ф- 2)’ созф по + р” $112 ф, | 
2 . 


ИЛИ 
р 0 (#с03 ф} + 20’ 1созф зто + Г” (эп ф* = +1, - 
ИЛИ - 
Да? + 8)’ту + О”у? = +1, (11) 
если положить , 
#с08ф =х, 15ШФ=у. 


Уравнение (11) есть уравнение конического сечения в плоскости , 1, т. е. 
в касательной плоскости и с ‘центром в данной точке М. При этом # есть 
радиус-вектор соответствующей точки этого сечения. 

Кривая (11) называется индикатрисой Дюпена. | 

ТЕОРЕМА ПТ. Радиус кривизны нормального сечения равен квадрату 


радиуса-вектора индикатрисы Дютена, имеющего направление касательной 
кривой. _ 


Примечание. ‚Существенно различны три случая. 


1. Кривая (11) есть эллипс. Чтобы он бых действительным, надо выбрать 
определенный знак (-- или —) в правой части. Все В одного знака; все главные 


Черт. 39. 


нормали идут’ в одну сторону от касательной плоскости. Вся поверхность — по 
одну сторону от касательной плоскости. Точка эллиптическая. Пример — шар 
(черт. 39) или эллипсоид. / — 

©. Кривая (11) —гипербола; вернее, мы имеем здесь две сопряженные гипер- 
болг двя двух знаков в правой части. Радиус кривизны В имеет разные знаки. 
Главная кормаль кривой идет то вверх, то вниз от касательной плоскости. Гра- 
ницей служат асимптоты гиперболы. Они делят касательную плоскость, а, вместе 
и поверхность вблизи точки М, на 4 области. В двух из них поверхность 
лежит выше касательной плоскости, в двух других — ниже. Асимптотам соот- 
ветствует В = 0, т. е. кривизна нуль. Точка типе :.болическая. Пример (черт. 40) — 
гиперболический параболоид (или гиперболоид однополостный). 

- 3. Кривая (11) — парабола, или лучше пара параллельных прямых (ибо всегда, 
центр в точке 1/). Все радиусы кривизны В одного знака, но ость одно на- 
правление, когда В =0, т. е. кривизна, нуль. Точка параболическая. Пример 
(черт. 41) — цилиндр (или конус). 

Чтобы вычислить по формулам (7) коэфициенты О, Г’, Г”, которые играют 
существенную роль в теории поверхности, надо найти единичный вектор нор- 


— 
мали п. Очевидно: 


— 
т = 


1 |= 


Следовательно, надо найти скаляр вектора 


- 


— — —> 
№ =мМ, хм... (4) 
Возводим в квадрал: 
у > >> —>> 
/ № = [ММ], 


Векторный анащиз, 8 


| 


ах лаеьь дав: 


м ретреь ричи пакт те ие 


и 
$ 
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= 


\ 


но по формуле скалярного произведения 4 множителей: 


Следовательно, 


Итак, 


Задачи. 1. Вычислить коэфициенты О, О’, О” для развертывающейся по- 
верхности (см. предыдущий параграф). Показать, что все точки ее параболи- 


ческие. 
Решение. 


> < < 

М =Г- ит, 

— — 

М. =т, 

— > # —> 

= --=?, 
о 

— =—>{и -— 

№М=в —; п =В, 


®. Линия, касательная к которой совпадает © асимптотами индикатрисы 
Дюпена, называется асимитотической. Показать, что соприкасающаяся 
плоскость асимптотической линии совпадает с касательной плоскостью по- 


верхности. 


Решение. Вектор касательной какой-либо кривой на поверхности: 


— 


[4 8162] = 40 8—5) ВО. 


и 


‚— > -—> > = — —. > — 9 
№ = [М» М. [ММ] — М, М, —(М.М,) , 
или в силу формул 


(6): 
— 
№ = Ед — Е?. 
# М. х М, 
у ЕЯ №’ 
— — — — — 
О =п Ми УЕЯ— Е? (М„М.Мь„), 
; 1 > 
р — УЕЯ— №? (М М,Ми»), \ 
” => 
р”= УЕа- (М ММ»). 


-- @мМ 
т 


— 


$ 


Вектор главной нормали: 


> — аи? — 
? = м. (+) 2 Ми 


Бинормаль 


(8 


—>-— 
р =п Мик =0, 
‚ 
ШГ’=п Ми = 0, 
„о т % 
Т”=п Мьи=— 
от 


< 


должна быть перпендикулярна к касательной плоскости, т. е. 


— —> 
В М, =0, 


—-— 
В М, = 0, 


аи 6 
НЕТ 


А 


= 


Токи А 


2) 


„Аль 


1 


р УИ 


С . 63 .”. . .. 
Сб а бои Ань, 
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| 


Оба равенства приводят к одному условию: 
> => -— — — —> — —> -—> 
(М,М,М.) ди? -- (М, М,М„„) ди а%-- (М,М.Мь) а? =0, 


которым определяется направление асимптот индикатрисы. . 

Можно было`те же выкладки провести проще, предполагая, что линия и есть 
асимптотическая. ; 

3. Линия, касательные к которой совпадают с главными’ направлениями 
индикатрисы Дюпена, называется линией кривизны на поверхности. По- 
казать, что нормали к поверхности вдоль линии кривизны образуют разверты- 
вающуюся поверхность. _, 

Решение. Если нормали № вдоль линии % образуют развертывающуюся 
поверхность, то на каждой нормали существует точка, Г, в которой она, касается 


% 


кривой Г: _ 
Г = М + аМ, 


где а — подходящий скаляр. 
Касательная 
— + .— — 
Ти = М, + аМ, + Ма, 
направлена по нормали, следовательно, перпендикулярна к касательной пхоскости: 
> => аа й — — 
М» Гу = М2 +аМ,М, =0, (а) 


— 


_ > - > > 
М, Ть = М.М, +аМ, М, =0. 


Выберем параметры и и % так, как это сделано ‘на, стр. 106 (причем вектор $ 
направлен по касательной к линии кривизны в точке М, чтобы предыдущие 
рассуждения имели силу). Тогда у 


® 


> — 
МьМ, = 0, 
ибо координатные линии в точке М ортогональны, и уравнение (а) дает: 
— — 
М.М, =0. 
Продиференцируем по и тождество: - 
— > 
| М.М =0. ` 
Мы получим: 
— => > => 
ММ + М.М, =0. 
Итак, - 
— - х 


и, следовательно, уравнение индикатрисы (11) имеет вид: . 
Да? -- РД”? = +1. 


Индикатриса отнесена к главным направлениям, т. е; линия и есть линия 
кривизны. | - 

4. Линия, главная нормаль которой совпадает с нормалью к поверхности, 
называется геодезической линией. Показать, что геодезическая линия 
определяет кратчайшее расстояние между двумя точками на, поверхности. 

Указание. Геодезическую линию выбрать за линию % и отнести поверх- 
ность к ортогональной системе. . , 
Решение. Пусть и — длина дуги геодезической линии. Вектор касатель- 
ной ее: - 


— => 
т =М,, 


и № 


ООО ИООАЯ 


Н 
/ Г 
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Диференцируем по дуге и геодезической линии и применяем обычные обо- 
значения основных векторов: Ц 


Первое дает тождество: 


. “ ди и 
бо 


— — -> 9 —-—> 
М.М -+ М,Ми= 0% (М,М») = 0, 
—> — й. 
. М,М, =Ф(5). 
Если линия и = 0 выбрана ортогонально к ® = соп3%, то 
> >> | - 
, М.М, = 0, 


и вся система ортогональна: | 
43? = аи? - Ча%?. р 


Длина дуги между двумя точками (и=0, я =0) и (и=и:, % = 0) 


р 
= [у ам? + Са%?,` 
' 0 
лчевидно, будет наименьшей при д% =0, т. е. если пойдем по ‘геодезической 
ИИНИИ. 
- — 

$ 4. Криволинейные координаты в пространетве. Если вектор М 
есть фувкция трех переменных \, %, и: 


— — 
М =М (%, %; ц), (1) 
то конец его М может совпадать с любой точкой в пространстве 


(в известной области). 
Задавая три числа (и, ©, 0), мы определим точку №; поэтому 
эти величины называются координатами точки в пространстве, при- 


том координатами криволинейными. 


— 
Полагая и = соп$, мы будем иметь М фупкцией двух пере- 
менных ии 9. Точка М при этом будет описывать поверхность. 


А, 


ыы ИНАЯ Ст, в рр т 


я 


ры 
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Для разных значений ю получим семейство поверхностей. Таким же 
образом имеем еще два семейства поверхностей и=со08ё и = соп$+. 
Эти поверхности называются координатными поверхностями. 

Каждые две поверхности пересекаются по линии. Например, 
поверхности % = Фп$[ и © = соп3{ пересекаются по линии и. Можно 
сказать иначе: меняя только параметр и, мы заставим точку М 
описывать линию и. . 

Пересечением трех поверхностей и определяется точка М. 

Если криволинейные координаты меняются, будучи функциями 
одного параметра #: , 
и=и (1), = (1), = (0: (2) 
то точка М описывает кривую (вообще произвольную). 

Бесконечно малый вектор касательной к кривой (2) есть 


4М =М ди + М 4% +- М аш, (3) 
где диференциалы`4и, 4%, 4ш определяются из уравнений (2). 


— —> — | 


В частности векторы М,, М, М, определают направления ко- 


ординатных линий %, % И ч. | 
Координатные линии ортогональны (касательные понарно обра- 


.-зуют прямые углы), если 

— => — => . — -— 

М,М, =0, М.М, =0, М.М, =0. (4) 
В этом случае система координат называется ортогональной. 


Нетрудно видеть, что касательная к линии и служит тогда нор- 


малью к поверхности и = соп3$1. 
Элемент дуги кривой (2) определим, возводя в квадрат обе части 


равенства (3): И — й — | 
дз — а — (М.и + М.д% + М, дю} = 
— Мам + Ма Мф = 
+ 2М М дод +2М.М де аи --2М М ди ао. 


Если система координат ортогональна, эта формула принимает 
более простой вид: 


452 = а? ди? -- в 49? -- аз аи, (5) 
где 
— — — 
а=М @= М @= Мь. 


Формула (5) дает диференциал дуги любой кривой пространства 
(при подходяще подобранных диференциалах ди, 4%, 4%). Поэтому 
это выражение называется линейным элементом пространства. 

ТЕОРЕМА. Координатные линии в три-ортогональной систвме 
слуоюат линиями кривизны на всех координатных поверхностях. 


Вычислим для доказательства этой теоремы уравнение индикатрисы Дюпена 
для какой-либо из координатных поверхностей, например для поверхности 


%# = 018$. 


х 
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Так как направление нормали к ней определяется вектором М. то урав-` 


нение. индикатрисы будет: 


(М.М) 28 +2 (М.М) гу + (М.Мьу =), 
#% — 


где ^ — подходяще подобранный скаляр (он вошел потому, что М» не есть еди- 


ничный вектор нормали). 


Нам надо доказать, что линии % и 9 определяют главные направления по- 
верхности % = соп8%, что индикатриса отнесена к главным направлениям, т. е. 


что 
— —> 
у М,Мьи — 0. ” 


Диференцируем первое равенство (4) по %, второе по и и третье по 0: 


— — — -—> 
Ми М, + Мь Ми = 0, 
„— -—>> — => 
Ми М, + М, Миши = 0, 
— => — —> 
| Ми Ми + М, М. = 0. 
Складывая, получим (по сокращении на 2): 


— — > > — > 
ММ - М, Ми, + Мь Ми =0, 


а вычитая отсюда первое равенство (Ъ), будем иметь равенство (а). . 


(&) 


(6) 


` 


$? 
С ри И шо 


Ш. ТЕОРИЯ ПОЛЯ 


. Мы теперь переходим к наиболее интересной и важной части 
курса, той части, ради которой была построена вся предыдущая 
теория и которую по преимуществу можно назвать векторным ана- 
лиЗоМ. | 

В первом отделе были даны основные определения вектора и“ 
действий над ними. Все векторы были постоянны. Это то, что со- 
ответствует элементарной алгебре и что можно было бы назвать 
алгеброй векторов. | И 

Во втором отделе вектор был переменным, — он был функцией, 
но независимым переменным — аргументом — был скаляр. Теперь мы 
должны перейти к рассмотрению функций от вектора, функций, 
У которых независимым переменным является вектор. 

Сама функция может быть при этом или скаляром, — этот более 
простой случай мы рассмотрим’в ] главе, — или же тоже вектором. 

Этой теоретической постановке вопроса сейчас же можно при- 
дать более конкретный смысл. | | 

Пусть 


— 


М = - уу - Е 


есть тот вектор, который является независимым переменным. Он 
определяет в пространстве точку М, но и сам вполне определен, 
если дана эта точка. | 

Поэтому мы можем сказать, что наша функция от вектора есть 
в то же время функция точки. Она дана в каждой точке 
пространства (в известной. области). 

Пространство. с заданным в каждой точке скаляром или век- 
тором называется полем. - | 

Поле может быть скалярным, если задан скаляр, или векторным, 
если дан вектор. | ` 

Эта тесная связь с нашим пространством объясняет необычай- 
ную важность векторного анализа для приложений. 

Наиболее существенные отделы физики, можно сказать, почти 
вся современная физика, покоятся на учении о скалярном и век- 
торном поле. 


> 


о ова, 


Глава Г. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ПОЛЕ. 


$ 1. Скалярное поле. Скалярным полем мы будем называть 
пространство, в каждой точке которого задан скаляр. 

Нетрудно привести примеры такого поля. Этим скаляром может 
быть, например; температура. В каждой точке, например этой 
комнаты, можем измерить температуру воздуха. Если дело происхо- 
дит зимой, то около печи температура воздуха выше, около окон — 
ниже. Во всякой точке мы имеем, следовательно, определенное 
число, определенный скаляр. Мы имеем скалярное поле. 

Другим примером является плотность тела в данной точке. 
Отношение массы тела к объему в пределе, когда объем сводится 
к точке, даст плотность тела в данной точке. Эта плотность может 
быть во всех точках одна и та же, или можно себе представить, 
что она меняется от точки к точке. Например, в этой комнате по 
воздуху идут звуковые волны. Сгущения следуют за разрежениями. 
Возьмем данный момент. Эти сгущения и разрежения расположились 
в каком-то порядке. В области сгущения плотность больше, в области 
разрежения — меньше. | 

Будет ли плотность постоянна или переменна, она дает нам 
пример скалярного поля. 

Эти примеры легко умножить. Электрический заряд в точке, 
количество энергии, — словом, всякий раз, как мы имеем .в каждой 
точке заданный скаляр, мы имеем скалярное поле. ‚ — 

Обозначим этот скаляр буквой ТУ. Мы часто будем его называть 
потенциалом. 

Скаляр 7 есть функция вектора 


М=е+й+ и: 
мы можем проще сказать, что 7 есть функция координат вектора М 
или, что ‘то же, координат точки М (х, у, 2): | 
Т=7 (х, У, 2). (1) 
Мы будем предполагать функцию‘ (1) конечной, непрерывной, 


‘с непрерывными производными по всем аргументам (пока прямо не 
` будет оговорено противное). 


$ 2. Производная в заданном направлении. Первый вопрос 
с которым мы сталкиваемся, — вопрос о производной. 
Вполне понятно, что производные › ` 
07 У ду 07 
Г, —=И, ЕЙ, (8) 
дх ду -_ 90а 


? 


. ы 
А А Е т 
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Нисколько для Поля не характерны, ибо направление координатных 
осей произвольно, и, изменив основные векторы +, 7, К, мы получим 
совершенно иные величины (а). 


Ноэтому нам надо будет постепенно итти к понятию, эквива- 
лентному обычной производной. - 


Через. точку М возьмем некоторую кривую (черт. 49) 
следовательно, 


_® 


х=1(5), у=у(5), 2=2(5), | (5) 
где параметр $ пусть будет длиной дуги этой кривой. 


Дадим $ приращение №. Мы ‘перейдем по кривой в. соседнюю 
точку М*: 


М =М №. 


В этой точке потенциал 7 примет новое значение: и М* 
Т*=7Т (2*, 4*, 2*). М 
Приращение потенциала; Черт. 42. 
ДУ =7*-—У, 
` о. 
деленное на длину пути ММ* = 1, в пределе дает производную Г 
ПО 5: | - 
. ДИТ Ч - 
т —— =--.. 
й в=0. Й 45 


Мы можем рассматривать эту производную как производную 
сложной функции. 


Г задано как функция х, 9, г: 


| ЕТ (2 у, 2. а) 
а аргументы х, у, г суть функции от 5: 
2=2(5), у=у(5), 2=2(5). . (5) 


Следовательно, по правилу. диференцирования сложной функции: 


а ах у 42 

—=И, —-НИ, ЕТ —. 2 
$ _ ета тЫ ° 45 | (2) 
Заметим прежде всего, что эта производная зависит 


— — 
ТОЛЬКО от направления касательной к кривой М ($). 
так что для всех кривых с общей касательной производная (2) 
будет одна и та же. | р - 

Действительно, частные производные ’„ ТГ, Г. не зависят от 
выбора кривой (Ъ); следовательно, элементы кривой входят в фор- 
мулу (2) только посредством производных ' 


| 42 ау а 
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но эти самые величины являются компонентами единичного, вектора 


касательной в кривой М (5): 
> 0%, .4ду 42 
М'=+— Е —. 
ав Г 4 


Следовательно, производная (2) зависит только от 


>> / : 
вектора М. Поэтому ее называют производной в заданном 


направлении. 


Формулу (2) можно записать в форме диференциала: 


` ЧР =У, 4х -Т, ау + Т,аг. 


Здесь диференциалы 4х, ду, 4г вычисляются из уравнений (Би 
являются координатами бесконечно малого вектора, определяющего с 


направление дхиференцирования: 


АМ = 4х +7 ау-- Баг. 


$ 3. Градиент. Итак, мы пришли к результату, что по всякому . 
направлению (3), исходящему из данной точки М, имеется своя * 


производная или, если угодно, свой диференциал: 
а7 =ТУ, ах {+ Тау | Т,аг. 


По какому же закону происходит изменение скаляра У при 3 


° выходе из точки М? По какому закону меняется производная ий, 
^ 5 


когда мы вращаем вектор (3) около точки М? 
Анализ формулы (2’) покажет нам, что этот закон 


вместе с тем он приведет нас к основному понятию градиент 4. 


Нетрудно заметить, что выражение 
47 =7, 4 +-Т,4у + У, 42 


имеет вид скалярного произведения двух векторов. 


есть вектор заданного направления: 
АМ =14х - 7 ду -+ Еда, 


другой вектор Г, +77, - КТ. зависит только от заданного поля (1); 


он называется грахиентом скалярного поля и 
начальными латинскими буквами этого слова: 


ста@ У =7,-Н]7Т, + ТЕ, 
Формулу (2’) можно теперь записать в виде: 


ДГ — отаа У.аМ. 


° Не следует забывать, что градиент есть вектор (хотя 


ставится стрелка). 


\ 


\ 


направления 


(2’) 


а .. 
гяр иди 


(3) 


(2) : 


очень прост; 


Е ОИ сое Ы 


Щит, 


(2). 


Один из НИХ 


“1; ... 
. бт 


“. 


“д 


(3) - 
обозначается 


(4) 


(5) 


чад ним ине я 
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Итак, в данной точке М мы имеем некоторый определенный 
вектор (4)— градиент поля. Чтобы нолучить производную поля 
В заданном направлении: 


ат ам 
— = ста У , 
з Бас, 3 


надо умножить градиент скалярно на единичный вектор напра- 
> 
АМ 
вления — 
5 


/ 


По определению скалярного умножения это значит: надо скаляр 


_ 


ам 
градиента умножить на скаляр вектора р. — И На косинус угла 
$ 
— 


ам , 
между ними, но в единичный вектор, значит, умножение на его 
5 | 


скаляр (на единицу) не изменит градиента. Остается -только умно- 
жение на косинус угла, т. е. получаем проектирование градиента 
на заданный вектор. 
Имеем, следовательно, теорему. 
ТЕОРЕМА.. Производная поля в заданном направлении фавна 
проекции градиента на заданное натравление: | | 
Из этой теоремы можно вывести весьма важное заключение. 
Мы говорили, что самипо себе частные производные „Г, 7. 
ничего характерного для поля не представляют, — повернем коорди- 
натные векторы +, 1, Ё, и они изменятся. 
Естественно подойти с таким же вопросом и в градиенту: 


стад У =, -ЫТ,-Н, (4) 


координатами которого служат эти частные производные. Опреде- 
ляется ли градиент вполне данным полем, или он зависит еще ‘от 
выбора системы координат? Этот вопрос очень существенен. В первом 
случае он характеризует какое-то свойство поля, он должен иметь 
какой-то физический смысл, во втором — он определял бы только 
выбор координатной системы, т. е. нечто для поля случайное. 

Мы могли бы непосредственно проверить, что градиент как 
вектор остается неизменным при всяком преобразовании координат, 
хотя все координаты его меняются, но в этих несколько кропотли- 
вых выкладках нет надобности. Доказанная выше теорема дает 
определение градиента, не зависящее от системы координат, и, сле- 
довательно, инвариантность (неизменность) градиента при повороте 
координатной системы становится очевидной. ` 

Еще яснее это станет, когда мы дадим геометрическое истолко- 
вание градиента. 

$ 4.. Поле градиентов. Итак, в каждой точке скалярного поля. 
существует вектор — градиент скалярного поля, строго определенный 
по величине. и направлению. 


й г. 
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Каково же это направление градиента и что показывает его 
величина? | 
Мы имеем формулу: 


_. | 
АТ = ста 7. аМ, (5) 
, — | 
которая дает проекцию нашего вектора на направление аМ. Проек- 
ция равна нулю, если градиент перпендикулярен к направлению 
— 
АМ (скалярное произведение равно нулю, если множители перпен- 


дикулярны). Итак, выберем направление М перпендикулярно к 
градиенту. Тогда — 


и, следовательно, | 
У = с0п$4. (а) 


Скаляр ТГ задан во всех точках пространства (в известной 


области). Соединяя точки с одинаковыми значениями 7 =с, мы. 


получим поверхность, определяемую уравнением (а): 
У (х, у, г) = с01%. (а) 


Такая поверхность называется потенциальной поверх- 
ностью или поверхностью уровня. 


—)> 
- Итак, вектор 4М (перпендикулярный к градиенту) расположен 
так, что ДУ =0, т. е. потенциал ТУ не меняется. Значит, следуя 
— 


— 
векторуаМ, мы идем по поверхности уровня. Вектор 4М есть бес- 
конечно малый вектор касательной к поверхности уровня, а, следо- 


. —> 
вательно, градиент (перцендикулярный к 4М) есть нормаль. 
Этим направление градиента вполне определено. Нетрудно 
увидеть и геометрический смысл скаляра градиента. 


._ —> | _— . 
Возьмем теперь вектор ЯМ по направлению градиента. Скаляр- 
ное произведение в этом случае равно произведению скаляров, но 


—> 


ам 
скаляр —— равен единице. Значит, скаляр градиента равен 5: 
$ $ 


= = скаляру стад Т. 
$ 


Итак, градиент направлен по нормали в поверхности уровня 
и равен производной потенциала в этом направлении. Обозначая 
—> . 
через ® единичный вектор нормали к поверхности уровня и через ки 
производную от 7 в этом направлении, имеем: | 


стад Г а 
ап 


оф: 


} 
$ 


м 
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Итак, пусть нам дано скалярное поле. Это значит, что нам 
известно значение скаляра ТГ во всякой точке. Соединяя точки 
с одинаковым значением У, получаем поверхности уровня. Градиент 
направлен по нормали к этой поверхности. Если мы еще проведем 
поверхности уровня через равные деления потенциала, 7’, например 
для Г =1 2, Зит. д., то мы ‘легко себе представим и скаляр гра- 


. аГ И 

диента. Он равен производной а? т. е. пределу ь" Если наши по- 
верхности проведены достаточно часто, то без большой погрешности 
можно принять АГ равным разности значений Г на двух соседних 
поверхностях. В таком случае градиент будет обратно пропорцио- 
нален 4$, т. е. расстоянию (по нормали) двух соседних поверхностей . 
уровня. Чем теснее они идут, тем больше величина градиента. 
Наоборот, если поверхности уровня идут друг от друга на большом 
расстоянии, то градиент мал. 

Таким образом поверхности уровня, проведенные равномерно 
(через равные приращения И), вполне характеризуют и скалярное 
поле и производное векторное поле градиентов. 

Самое название поверхностей уровня взято от линий уровня. 
При изображении пересеченной местности на плане обычно соеди- 
няют линией точки одинаковой высоты над уровнем моря, например 
через каждый метр. Получаемая сеть линий, огибающих возвышен- 
ности, дает полное представление о неровности местности. Где 
линии идут гуще, подъем круче; где они расположены. реже, мест- 
ность положе. В сущности, мы имеем здесь лело с плоским 
скалярным полем, где роль потенциала 7 играет `высота мест- 
ности над уровнем моря. Градиент везде направлен по нормали 
к кривым уровня и тем больще, чем ближе соседняя линия семейства. 

Если мы верпемся к нашему примеру скалярного поля темпера- 
туры воздуха в комнате, то надо представить себе такую картину. 
Вблизи нагретой печи, облегая ее и тесно прижимаясь, идут одна 
за другой потенциальные поверхности высокой температуры. Темпе- 
ратура быстро падает; наши поверхности идут, уже выпрямляясь, 
теряя форму печи на больших промежутках, навертываясь друг на 
друга, как капустные листы, чтобы снова сгуститься, почти прилегая_ 
к окошку, быть может, с намерзшим льдом на стекле. 

8 5. Работа поля. Векторное поле, к которому мы пришли, — поле 
градиентов, — представляет собой одно из наиболее замечательных, 
наиболее часто встречаемых и важных в приложениях полей. Оно 
заслуживает того, чтобы на нем остановиться подробнее. Более того, 
мы увидим, что вся теория векторного поля покоится на рассмотрении 
двух полей — потенциального. поля (поля градиентов) и второго, 
все же несколько реже встречающегося, соленоидального поля, 
0 котором мы будем говорить впоследствии. 

Чтобы выяснить наиболее характерную особенность поля гра- 
диентов, которая еще раз с новой стороны связывает его с его 
потенциалом — скаляром 7, нам надо ввести понятие работы 


й 


ПОЛЯ, . 


; 
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По бОросие 


Чтобы удобнее говорить, воспользуемся образом, взятым из 


— 
механики. Пусть наше векторное поле есть поле сил, т. е. вектор Ф, 
заданный в каждой точке пространства, есть сила, действующая 
в этой точке, например сила тяготения. р 
Возьмем в нашем поле кривую (черт. 43): # 
—_ — 
М =М (5), - 
или в скалярной форме: ь 
— х=х(8, у=уб), #=20), 
где $ есть длина дуги кривой. . 
Пусть некоторая точка, на которую действует сила этого поля› < 
- пробегает эту кривую от точки А (5=а) до точки В (5=6). - : 
Какую работу выполнит сила, когда точка М пройдет этот путь? 
Разобъем дугу АВ на п частей, и 
= пусть точки деления суть: г 
9 М = А, М,, М....., М1, М, —= В, : 
соответствующие значениям параметра 
| $0 = @, $1, $5.) бы» би == 0. 
| 


В 
г 


чо. ыы: 


Соединим ‘последовательные точки де- 
ления хордами. . 
Если точка М’ проходит прямоли- - 
нейный отрезок — хорду М,,,, и на 
— 


нее действует постоянная сила Ф, то 
работает проекция этой силы на на- 
——> ъ 
правление пути М,М,., и работа си- „ 
| лы равна произведению этой проекции ‘на длину пути. Именно < 
таким образом вычисляется скалярное произведение. векторов | 

— ——> . . 

Ф, М.М: 1. | 
— —— — ——> 

Следовательно, работа силы Ф, напути М,М,‚.: равна Ф,. ММ, 1. 
Допустим, что точка движется по ломаной линии АМ. М... 
`М„_: В, притом на каждом отрезке М,М,., действует постоянная 


— 
сила Ф„, равная силе поля, например в начале хорды М.. Вся работа - 
на этом пути выразится суммой: 
у п—1 
— -—> 
Н, = 5 Ф,. М, М1; | 
0 | 
нетрудно все это выразить в функциях параметра 5. Первый мно- 
житель непосредственно дан в функции х, У, 2, которые в свою 
—>> — . 

очередь на кривой АВ суть функции от 5: Ф,‚= Ф (3,). Что. касается 
второго множителя, то, очевидно, 


ММ. — Ма —М,= М ()—М (5,), 


Черт. 43. 
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или с помощью теоремы Лагранжа: 
=-——> — , 
М.М: = 45М о ($), 


где Д5, = 5,1 —5, И М’, о(5;) обращается в М’ (5) в пределе при 
Л; =9. 


Итак, ” _ 
| т, > ` 
Н,= © $ ($) М’, (5)45, . 
=0 _ 
или, обозначая через ф(5) скалярную функцию 
ф (5) =Ф (5). М’ (5), (а) 

имеем: 

#—1 - 

Н,„ = о ф (57 48, -- 8, 
+=0 


где & обращается в нуль вместе с 4$, | | 
Будем теперь неограниченно увеличивать число интервалов %, 

уменьщая каждый интервал до нуля. Ломаная линия АМ.М.... 

М, : В будет иметь пределом дугу кривой АВ, движение по кото- 


— 
рой будет совершалься под действием переменной силы поля Ф. 
С другой стороны, работа Н, будет иметь пределом интеграл: 


| ь 
Н = Ци Н, = [о (5) 45. (Б). 


Притом этот предел не зависит от способа разбиения дуги АВ на 
интервалы, от способа перехода к пределу и т. д. Предел (Ъ) назы- 
вается работой поля вдоль криволинейного пути АВ. 
Если мы подставим сюда вместо ф (5) его выражение (а), то 
получим: | | 
_ 


ь ь. ь 
Н = [ ® ($) 43 = [$ (5).М*5) 45 =] Ф (5) аМ(5), 


< 


или просто | 
‚ На [Фам. (6) 


Путь вычисления выражения (6) простой. 
—> 
Пусть поле Ф задано в компонентах Х, У, 2, 
у - — 
Ф = Хх + 7У + ЕЙ. 
—> 
Если х, у, 2 — координаты вектора М, то 


аМ =6 40 +1 4у + ьае (3) 


О И ооо ово О ИИА 
-. ^ 
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—ы——_ц—_—— 


и скалярное произведение, стоящее под знаком интеграла, будет: 
$Ф.аМ=Хаз + Уач-+ 2аг. 


Здесь Х, У, 2 суть заданные функции от т, у, 2: 
Х =Х(х, у, 2), У=У(%, чу, 2), б=й(а, У, 2). 
Чтобы определить интеграл (6) - 
Н = | Ха: + Уау-+ 24», 
АВ . 
надо еще задать путь АВ, по которому берется интеграл и указание 
на который имеется внизу под знаком интеграла. Без указания пути 
интеграл не имеет смысла. Кривая АВ может быть задана тремя 


функциями х, у, 2 от любого параметра 1 (длина дуги $ или одна 
из координат т, или вообще произвольный параметр): 


Х =х (6), У =у (1, 2—2 (1). (а) 
Подсчитываем диференциалы: 


д—=#4, 4у=у9, 42= 241, 


где 
. 05 


И: 
обычное обозначение производной по параметру 1, и подставляем 
в выражение Н: 


| 
Н = [2+ Уу + 22) 4 — КОГО 


— 


АВ < 
если 
+(#) = Ха + Уу- 22. 
Через а и В мы обозначаем попрежнему значение параметра й 
в точках Аи В. 


Примечание. Можно обратить внимание на значительную 
аналогию криволинейного интеграла (6) 


Н = [фам | | (6) 


АВ 
е обычным определенным интегралом 


| (2) ат. 


При вычислении определенного интеграла имеется в виду отрезок 
(прямолинейный!) оси абсцисс от точки х =а „до точки 2 =0. 
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Он делится на элементарные части и рассматривается сумма произ- 
ведений 


=п—1 | 
У [(<;) 4х, 
$=0 


элементарного интервала 1х, на значение функции ] (5) в начале 


(или вообще внутри) интервала. 
Теперь вместо прямолинейного отрезка берется криволинейный 


путь АВ. Он тоже делится на элементарные части, не каждая часть 


д, М = М, М. 
рассматривается как вектор, соединяющий две точки деления. Про- 


изведение функции (вектора!) Ф берется как скалярпое произведе- 
ние векторов, хотя значение функции по- 
прежнему берется в начале интервала (можно 
брать и в любой точке внутри интервала, 


на дуге или на хорде ММ, — все равно). 
Примеры. 1 ‚ Пано поле 
_ 


2, СУ" С с0з 2, 


найти работу поля по одному витку АВ вин- 
товой линии 

х =@а608Ь у=азшИ 2=ы, (а) 
где 4 и В— точки, расположенные в пло- 


скости хе, например, соответствующие зна- 
чениям 


, =0 и Е=9л. 


Решение. Составляем подинтегральную функцию: 


Хат + Уду В, У. ау + созё а, ПО 
или, подставляя формулы (а): 
во ©0324 шф 
— ($ 7 —_ @ 081 - с08 0$. 6 4+=[- 9? соз? а зш Е +  соз6 Цаф. 
4510$ а с03 {1 
Следовательно: 


2л 
Н= - [ (< ал и т наз + роз) @1 = 
0 
2л` 
— 4 СОЗ - зп ‚| = $1 9л 6 — а?л. 


4 6912 
0 


2 4 


Векторный анализ. 


ол ИИА 


ааа 


_ 
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2. Найти работу поля Ф =чжу -- 7уе - №хё по замкнутой линии, 
состоящей из двух нрямолинейных отрезков в плоскости 22 и уг, 
отсекающих на всех осях отрезки, равные единице длины, и дуги 
круга с центром в начале Оф плоскости ху. На черт. 44 дуга АВС 
и обходится в этом направлении. 


Решение. Уравнения отдельных кусков пути суть: 
АВ: х=созь у=зшШьЬ 8=0, 
ВС: ч+2=1, х=0, 
СА: + 2=1 у=0. 
Весь интеграл разбиваем поэтому на три части: 
1) по дуге АБ: 


ув |2 


| 1. 
, — 31102 #608144 = —з; 


0 
2) по прямой ВС; берем за независимо» переменное 2: 


1 
2 эп _1 1 1 
—]1 а р —— ——_—_—_—щ——щ д —* 
| ) 242 | > | 3 2 6’ 


3) по прямой С.А; независимое переменное 2: 


0 
32 28 5 1 1 1 
1 — 2) а = ммм = мм 
|= ая [5 | (> ;) ь 
1 


Итого: | 4 


3 6 6 3 

$ 6. Поле, имеющее потенциал. Мы можем пройти от точки 4 

до точки В различными путями. Работа поля по этим ‘различным 
путям будет вообще различна, но ‘можно себя спросить: не суще- 
ствует ли поля, работа которого по всем путям между двумя точ- 
ками одна и та же? 
8 ` Эта работа, конечно, меняется, если мы возьмем 
другие точки, так что лучше наш вопрос формули- 
ровать так: не существует ли поля, работа которого 
на всяком пути от точки 4 до точки В есть функция 
только этих двух точек? 

Прежде чем перейти вк решению этого вопроса, 
которое приведет нас снова к полю градиентов, за- 
метим, что наши условия можно формулировать еще 
д иначе, пожалуй, несколько проще. 

Черт. 45. Пусть А и В-— две заданных точки (черт. 45); 


АтВ и АтВ — два различных пути, их соединяющие. По условию 


работа поля по обоим путям одна и та же. Значит: 
{вам - | вам. 


АтВ АтвВ 
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Изменим прохождение второго пути на обратное; тогда интеграл 


— 
изменит знак (ибо 4М будет обратного знака). 
Следовательно: 


| ам =— | вам, 
АтВ ВпА 
или. 


, | ФАМ + | Фам = 0. 
АтВ ВпПА 
„Но эти два интеграла дают работу по замкнутому пути, кото- 


рый начинается с точкя А, проходит через точки т, В, пи кон- 
чается снова в точке Д: 


—>_— 
ф ФамМ =0. 
АтВпА 
Следовательно, наше условие эквивалентно следующему: работа 
поля по всякому замкнутому пути равна нулю. 

Очевидно, и обратно, если работа по веякому замкнутому пути 
равна нулю, то работа поля по незамкнутому пути зависит только 
от положения начала и конца пути. 

Перейдем теперь к определению этого поля. 

Будем сохранять неподвижным начало пути 4 и менять конец — 
точку М. Работа поля будет меняться, и так как для каждого положения 
точки Л она будет иметь вполне определенное значение, то, сле- 
довательно, она будет функцией точки М [функцией координат 
точки М (5, у, 2)]. Обозначая эту функцию. буквой Г, напишем: 


— 


„ 


М М 
| Фам - [схаг+ Уду-- 242) =Т ($, у, 2). (а) 
А у | 
В скобках при ТУ поставлены значения аргументов х, у, 2 этой 
функции. 
Выберем теперь некоторый определенный путь от А к М: 


2=2(5), у=у(5), 2=2(3) | (5) 
и продиференцируем равенство (а) по параметру 5. После выбора 
пути и подстановки формул (Ъ) интеграл (а) обращается в опреде- 
ленный интеграл. Диференциал по верхнему пределу равен под- 
интегральному выражению. Мы получим, следовательно: 


Х аз + Уду-+2аг = ау. (с) 


Здесь диференциалы ах, 49. 42 должны быть вычислены по фор- 
мулам (5); а диференциал АТ рассматривается как диференциал 
сложной функции —Т дано как функция х, у, 2, которые сами 
зависят от $ по формулам (Ъ). . 
Те же рассуждения мы можем применить к любому пути (Ъ), 
исходящему из точки А в любую точку М. Следовательно, диферен- 
циалы 41, 4у, 42 совершенно произвольны (предложение верно 


9* 
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для всех направлений из точки 4), и в формуле (с) мы можем 
рассматривать их как диференциалы независимых переменных. 

В таком случае мы имеем здесь выражение полного диферен- 
циала АГ, и, значит, Х, У, 7 суть частные производные от Г: 


т, У. д, (7) 
дт ду д2 
а заданное поле Ф имеет вил: 
> . . У д 
—=4-—- АЕ --, 
дт т! 0у ы де 


т. е. это поле градиентов и У определяет исходное скалярное поле: 
! 


Ф = стай Т. 


Имеем теорему. | 

ТЕОРЕМА. Поле градиентоз и только оно одно обладает свой- 
ством, что работа поля по всякому замкнутому тути разная нулю. 
Работа этого поля есть функция точки. 


Функция Г, которая определяет работу поля, называется потен- `` 
циалом, а поле называется потенциальным. 

Нетрудно видеть, что уравнения (7) пе определяют вполне 
потенциала Г. Веякая новая функция Г’.: 


7, = Г -+ с0п3 


снова удовлетворит системе (7), ибо 7 входит туда только посред- 
ством своих производных. | 
Работа. поля не зависит от выбора постоянного С. 
Действительно, пусть работа поля от некоторой точки А до 
переменной точки М выражена функцией У с некоторым ' посто- 
янным С: 


. зу ра 


м | 
—> >> ` 
| ФаМ =Ум+С. (е) 
| а : 
гле значок М означает, что функция ТГ вычислена для точки М. 
Работа поля от той же точки А до точки М№ тогда будет: 
М 


| ФМ =Уз+- 0. т (Г) 


. аа . 
с ее, Фаны, сом 


Мы всегда можем представить себе, что путь АМ идет через точку М. — 
В таком случае разность двух интегралов (е) и (1) определит ра- : 
боту поля от точки М до точки М: Я 


М М М ы 
| Фам — | Фам — ФАМ =УТх— Ты. (8) “ 
м А А . 


Как видим, эта формула постоянного уже не содержит. 


! 
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Формула (8) допускает простое геометрическое истолкование. 
Мы знаем, что скалярное поле У вполне определено поверх- 
ностями уровня: 


, 


У == 00$. 


Очевидно, пока точка М или точка № движется по той поверх- 
ности уровня, на которой они находятся, работа поля по дуге ММ: 


| | гам —=Уз—Ти (8) 


не изменится. Работа поля (8) меняется только тогда, когда точка № 
переходит с одной поверхности уровня на другую. 
Это, впрочем, вполне понятно и из элементарных соображений. 
Вектор поля 


-> 


Ф = стад Г 


направлен по нормали к поверхности уровня. Следовательно, дви- 
гаясь в касательной плоскости, т. е. по поверхности У = с0п3, мы 
идем в направлении, перпендикулярном в силе. 

Работа силы в этом случае равна нулю. 

Таким образом, чтобы определить работу поля, надо только 
знать, с какой поверхности уровня началось движение и на какой 
кончилось. 

$ 7. Аналитический признак существования потенциала. Можно, 
наконец, задаться вопросом, каким условиям должны удовлетво- 
рять координаты поля Х, У, 7, чтобы поле 


Ф =1Х --]У + Е 
обладало потенциалом. 
В. сущности, эти условия уже написаны. Они заключаются в 


уравнениях (7): 


ь 


Х = —, У = -—, — —--. (Г) 
У 


Если существует функция У, удовлетворяющая системе (7), то 
поле имеет потенциал. 
Нетрудно получить теперь необходимые условия для суще- 
ствования потенциала (т. е. функции У). ‘ 
Диференцируя первое уравнение (7) по у, а второе по х, мы 
2 


получим разными путями вторую производную 


дхду ' 
02 
Так как два эти выражения для >” Должны быть, конечно, 
Хоу 
равны между собой, то мы имеем: 
97 0х 90Уу 


— — 


020 ду 05’ 


ЗЫ 
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Таким же образом получим еще два условия. 
Все они имеют вид: Г. 
0х _ 07 0. 97 9%. % 9“ |, (9) 


д 0 ’ 0 0 ^^ 0 


Эти необходимые условия и достаточны. 


Из первого уравнения (7): 
| ду 
——=Х. 
9х ^ 
находим: 
к 
И = |х 48 + Ф(У, 2), - | м (а) 


о 


где ф — неизвестная пока функция от у и 2, х»— постоянно и д — независимое 


переменное. 
Подставляем выражение (а) во второе уравнение (7): 
07 _ 
—— = У, | 
ду , ® 
следовательно: | | 


# . 
[ха +- (у, 2) =У 
ду 44 ф«У, -е 
т 


Диференцируем по у как по параметру под знаком интеграла: ’ 
Ни 
9х д 
—— + -——Ф(а, 2) =У, 
| о + ги Ф(у 2) 
бо 


2.4 
и заменяем ди 20 формуле (9): 


- ду д. 
| бр, 2) =У, 
2 у 


или, выполняя интеграцию, имеем: 
09 
У (х, у, 2) —У (%5, у, Э + ор? 2) =У (5, у, 2), 


где теперь полностью написаны у функции У вее ее три аргумента. 
По сокращении имеем: 


д , 
бу ?’ 2) = У (4, у, 8), 


т. е. уравнение совершенно не содержит переменной 1, ибо 1, есть постоян- 
ная. Интегрируем по у: 
у 


о, д = | У» и, 2 4+1. 


Здесь ](2)— произвольная пока функция, которая вошла при интеграции 
вместо произвольного постоянного (она ‘не содержит у, ибо интегрирование 


А АН 
МЕН. 


на ОА бл 


ки 


Як, Зита чи” 


} 


О ый аы 
КЕ 


ие 


Е: кале А 


ё.. 


\2) а ощае р НЫ И ей „ . 
ЕМУ АВИА А челн 


А 
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ведется по у и относительно у она постоянна; она не содержит х, ибо функ- 
ция ф не содержала 1); у есть независимое переменное и % — постоянное. . 
В силу, уравнения (а): 


х , , У 
у | х@, у, 2) 2+ | У, у, ) 4 +(9. (5) 
р 
о 'Уо . 


Подставляем в третье уравнение (7): 


>: у 
0 ‚д 9 
м / “о — 
т у. . 


Диференцируем под зваком интеграла: 


2 у 
9Х (2, у, г) У (2,9, 2) 9 
—_ м р -— =й, 
| Ри 2+ | РИ + 92 ф (2) 
о | Уо 
или в силу уравнёния (9): 
2 у 
97 (%, уч, 2) ” 02 (%, у, 2) д 
— ——_—_и—иА_щ + =, 
| ки а + | оу Ут ф (2) 
2 Ус 
ИЛИ [о 


9 
7 (5, У, 2) — 7 (2, у, 2) -- 7 (5, у, 2) — 7 (хо› У , 2) + 92 #9 — й(х, у, 2), 
и, следовательно: | | 
9 
: 5: ф (2) = 7 (4%, уе, 2); 


наконец, интегрируя, имеем: 


/ 


ф (2) — |2 Ус, 2) + С, 


С — произвольная постоянная интеграции, 2, — постоянная произвольная, но 
определенно выбранная. 
Итак, 


я у Е. 
-. у | х@ у, 242+ | Убь у, 2) ау + | 24, 3, д) аа +. 
о Ус 2 


Мы видим, что при выполнении условий (9) существует У, удовлетворяющее 
условиям (7). Следовательно, поле обладает потенциалом. Имеем теорему. 


ТЕОРЕМА. Условия 
2х 07 _() У 02 -0, 22% 0 сб (9 
ду 05 д2 9у 
необтодимы и достииточны, чтобы поле обладало потенциалом. 
Примечание. Если условия (9) не выполнены, то. поле не 
потенциальное. Интересно отметить, что вектор 


1—2) +: 2%) ь (5—2) о 
д2 ду _ \ 0х - 028 ду дт 


У 
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инвариантно связан © полем, т. е. при повороте поля около 
координатной системы поворачивается вместе с ним. Этот вектор 
имеет большое значение в теории поля. Мы придем к нему из 
других, более геометрических соображений, тогда и инвариантность 
его будет очевидна. — 

$ 8. Оператор Гамильтона. Мы исходим из некоторого, скаляр- 


НОГО ПОЛЯ. 


У = ($, у, 2). 
Оно определяет некоторое векторное поле — поле градиентов: 
. | 
аа УР О. 
0х 9 д2 в 


Это — векторное поле частного типа, так называемое поле, обла- 
дающее потенциалом. Его потенциал есть функция У или отли- 
чается от нее на постоянное. Наиболее характерное свойство этого 
поля, — работа его по всякому замкнутому контуру равна нулю. 
Иначе работа его по какому угодно пути всегда есть функция 
только начальной и-конечной точки пути. 

Вернемся теперь еще раз к той операции, которая позволяет 
перейти от скалярного поля к его градиенту. Эта операция по су- 
ществу есть операция диференцирования, только своеобразно по- 
строенная. Нам придется еще не раз встречаться с подобными же 
операциями в применении к векторному полю, — и вот любопытно 


‚ отметить, что все они могут быть объединены, все они могут быть вы- 


ражены с помощью одного оператора — оператора Гамильтона, 


‘который сам носит векторный характер. Можно сказаль, что это — 


вектор, но вектор символический — условный. 
Итак, условимся в формуле градиента: 
. 07 ду 


. И 
гаа У =#— — + —- 
5 ‘в бу | 92 


07 Г | 
символы диференцировани: =) -. И т. д. рассматривать как про- 
х ду 


А 


изведения. Тогда мы можем вынести У за скобку: 


0.9 д 
таб Т = |1— —+е— Г. 
> д 93} ы и 
Градиент представит’ тогда собой символическое (условное) 
произведение скаляра Г на трехчлен 


состоящий из трех комнонентов, следовательно, —вектор. Вот этот 
символической множитель и носит название оператора Гамильтона, 
по имени ученого, который его ввел. 


ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ ПОЛЕ 137 


--—^ 


. Он обозначается в виде перевернутого треугольника: 
(0 .д д 
У = -- + — 
дх ду 92 
и читается „набла“ — по имени еврейской буквы, с которой этот 
символ имеет сходство. 
Мы можем, следовательно, написать: 


отаа Г = УТ. (12) 
Чтобы правильно применять это обозначение, надо всегда иметь 
в виду то условие, при котором введен символ набла. Именно, за- 
менив символ набла его значением (11): 
.9д . д д 
ста@ У = [1—7 И, 
9х 9 92 


10) 


МЫ ДОЛЖНЫ затем перемножить так, как умножается вектор на скаляр: 


9 
стай ЕЕ ЗУЧЬД У. 
дх ду д2 
После этого вместо произведения РУ и т. д. надо читать 
Х 


‚д а 
производную Эт ИТ. Д., И ТОГДа мы получим правильный результат. 
д 


Очевидно: 
У (ИУ) =УГ+ УТ. (13) 
Это следует и по правилу умножения вектора на сумму скаля- 

ров, но | 
У (ОУ) =УИ-У+И. УИ. (14) 


Это проистекает оттого, что оператор Гамильтона есть, в конце 
концов, диференцирование: 
.О00Т ’ .дПУ ДА 
У (ПУ) = у 
дх 0 


} 


д 
Но 

СРО у 

| дх 0х ` дт 

РОГ буи 

ду ду ду 

д2 д2 д2 
. 9 . 90 90 . 9 . ОГ ду 

+, НИ (Е НЭ"), 

дх ду . 902 дх 04 02 


откуда и следует формула (14). 


< 
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_—_ д ———щ——————_——д——_оддБ——дБдБдБд—д——дКамг=»Э+=О—+—_—+—+_—+ 


Мы еще не можем теперь оценить тех удобств, которые, пред- 
ставляет этот еператор. Это мы заметим, когда получим с такой же 
легкостью из него величины, характеризующие векторное поле. 
Мны покажем только, как из этого оператора получается производ- 
ная скалярного поля в заданном направлении: 


АТ = ета У. аМ. 
Подставляем сюда вместо градиента ТУ: 
а = У .4М. | 
Будем теперь это читать как (символическое) произведение. Тут 


. — 
три множителя: вектор \/, скалар 7 и снова вектор аМ. Мы можем 
умножить скалярно векторы и их произведение умножить на скаляр 7: 


’=(У-ам).У. (15). 


Напишем полностью эту формулу. По правилу скалярного умно- 
жения: 
— (0.9 д 
там =|+—+1-— +#— |. ($ 4х + 7 ду + в4г)= 
дх ду 02, 
д д д 
—=-—@х —а — 42. / 
дт ы 9 ут да 
Следовательно: 
д’ = ( Эа у аг)7 
дх ду ` 02 | 
Очевидно, раскрывая скобки; мы и получим правильное выражение: 


ди Зе 9 ди аа, 
дт ду 02 
д ду 
где вместо произведения — Т надо читать производные эй т. д. 
х 


Мы увидим, что над оператором Гамильтона можно производить 
все действия, как над вектором. Если после раскрытия скобок 
произведение будем читаль, как производные, то мы получим пра- 
вильный ответ. 

Необходимо, ‘конечно, иметь в виду формулу (14). 


Глава П. ДИВЕРГЕНЦИЯ. 


$ 1. Векторное поле. Мы переходим теперь к исследованию 
общего векторного поля. 

В каждой точке пространства (в известной области) мы имеем 
заданный вектор: ° 


Ф —5Х ЗУ Е. 
Следовательно, нам заданы три функции: 
Х =Х (5, у, 2), У=У (42), 1=7 (5, чу, ®), 


которые мы будем предполагать, вообще говоря, конечными и не- 
прерывными с конечными и непрерывными производными первого 
порядка. Этих производных —9. Их можно написаль в виде таблицы: 


ах ду 02 

05 ’ дл’ да. 

О, 91,8 и 
ду ду ду 

0х ду 07 

де’ 092’ 0 


Каждая из них в отдельности не характерна для поля,— при из- 
менении системы координатных векторов она может принять в дан- 
ной точке любое значение, но вся таблица (1) в целом, очевидно, 
что-то характеризует в векторном поле. 

Мы можем вспомнить, что каждая из трех производных скаляр- 
ного поля: 


07 07 95 


дх’ ду’ 902 
была случайна (могла принять любое значение), между тем все 
три определяли вектор: 


07, .9Р .д7 
а У =+— +7—+#8—, 
ета д ду д2 


Ня 
который определяет характернов свойство поля. - 
Таблица (1) содержит 9 величин и потому в целом может опре- 
делять образование более сложное, чем обыкновенный вектор 1. 


% › * 


* Так называемый производный тензор второго порядка. ; 


т Оооо ООО оиР-но ООВИВИО 


140 ТЕОРИЯ ПОЛЯ 


Мы не станем останавливаться на этой широкой постановке 
вопроса и будем стараться составить из величин таблицы (1) век- 
тор или даже скаляр, инвариантно связанный с полем, т. е. так, 
чтобы при повороте системы координат он сохранялся неизменным. 

В этой главе мы будем искать скалярную характеристику поля. 
Путь исследования мы изберем геометрический. Из общих свойств 
поля мы получим скаляр, а затем и вектор, имеющие геометри- 
ческое значение, а следовательно, инвариантные. А затем мы 1по- 
кажем, что они сами определяют поле, следовательно, исчерпывают 
все инварианты, составленные из производных первого порядка. 

$ 2. Поток векторов через поверхноеть. Чтобы поставить вопрос 
более конкретно, будем исходить из подходящей интерпретации 
поля. В предыдущей главе мы рассматривали наше поле как поле 
сил. Теперь нам будет удобнее воспользоваться другим образом — 
из гидродинамики. 

Пусть наше пространство наполнено жидкостью (или газом), и 
каждый вектор поля определяет скорость движения соответствую- 
щей частицы жидкости. | 

Эта интерпретация приводит нас к постановке такого вопроса: 
сколько протечет жидкости в единицу времени через данный кусок 
поверхности? | 

Рассмотрим сначала простейший частный случай. Возьмем кусок 
плоскости — параллелограм, и пусть жидкость течет с постоянной 


—> 
скоростью Ф во всех точках поля. 
В единицу времени параллело- 
грам Г, перенесется в направлении 


> 
вектора Ф на его величину в 
положение Г’. Параллелепипед 
с двумя основаниями ВБ и Ги 
с боковыми ребрами, параллель- 


— 


ными (и равными) вектору Ф, даст объем этой жидкости, которая 
за этот промежуток времени успела пройти через контур Г. 

По правилу скалярного произведения трех множителей объем 
параллелепипеда равен произведению: 


Ф 40 = (Ф 4$ 85), 
где 


— — -> 


40 = [45' 95| 


—>, — 

есть аксиальный вектор площади параллелограма Г, & 45 и 95— 
две его соседние стороны. 

Очевидно, так же вычисляется поток через любой плоский контур. 

Мы обозначили и площадь параллелограма Г и его стороны 
диференциалами, ибо в дальнейшем мы будем рассматривать кон- 
тур Г, бесконечно убывающим. 

Возьмем теперь (черт, 46) кусок кривой поверхности 6, ограни- 


ченный контуром Г. 


оби, аси бьет & ыы авы ем 
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Пусть она определена уравнением: 
—> — 
М = М (“, 5%), 


Х —=т (м, $), У=У (и, 5), е—2 (м, о), (а). 


где и и о — криволинейные координаты (параметры). 
Проведем на поверхности. сеть линий: 


И =, = и, и=и.,... 
=, 9=1.5, 9=9.,... 


которые разобьют нашу поверхность внутри контура на п криво- 
линейных четыреугольников (не считая неправильных частей, на- 
ходящихся вблизи границы). Заменим 
теперь (черт. 47) каждый криволиней- 
ный  четыреугольник, ограниченный 
кривыми: 

и=и, = м, 


т —%,, —%, 1 


параллелограмом, построенным на ка- 
сательных к кривым и=и,0 =9, в 
точке их пересечения, со сторонами, 


| — — Черт. 47. 
равными 4,1, 9,01. 
Будем предполагать, что через такой параллелограм жидкость 


—> 
идет с постоянной скоростью, равной вектору поля Ф,, в точке 
(и„ ®,). | 

Векторы сторон нашего параллелограма как касательные к кри- 
вым ии © суть: | 


— — 
М. (и — и,), М, (91 —_ ®,). 


Следовательно, объем протекшей жидкости равен: | 


— — -—> 
(Ф,; М, М.) (ина м,) | (9, 1 — о). 
Здесь скалярные множители вынесены за знак произведения. | 
Возьмем сумму этих объемов по всем плоским площадкам. Это 
будет объем всей протекшей жидкости в том сложном искусствен- 
ном дрижении, которое мы себе представили: 


5 ®, М, М.) (Ли; 4%). (Ь) 
1) 


Здесь 


Ан, — И 1 — Чу, 


поле Ф нам дано в функциях от М (=. у, 2). Пользуясь формулами (а), 


мы выразим его в функциях параметров и и ®. Таким образом мы 
получим: 


Л%, — #1 —®,, 


—> 


(Ф, М, М) =Т(и,; ®,), 
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и наша сумма (5) примет вид: 
и, у,) Ли; 4%. (с) 
) 


Будем теперь неограниченно увеличивать число элементарных 
площадей, уменьшая площадь каждой из них. Наина сумма (5) или, 
что то же, сумма (с) будет иметь предел. | 

Действительно, возьмем вспомогательную плоскость с коорди- 
натами и и %. На ней часть нашей поверхности 5 изобразится в виде 
некоторой площади Р, ограниченной линией Г. Сумма (с) распро- 
странена на все правильные элементарные части внутри контура Г. 
При неограниченном увеличении числа элементарных площадей 
сумма (с) будет иметь пределом двойной интеграл: 


ша ОН о) Ли, 4, = | | Ра, о) аи 4%. 
2 Б 


распространенный на площадь интеграции Р, ограниченную линией Г. 
в плоскости (и, 9). | 

Как известно, этот предел не зависит от способа перехода 
к пределу, от выбора точек (и,, ®,) ит. д. 

Мы будем называть этот предел потоком векторов через 
поверхность р. ` 

В силу определения функции | (и, 9), наш интеграл может быть 
записан в виде: 


| ФМ, М)аиаь. (а) 
„Р 


Заметим еще, что по определению скалярного произведения трех 
множителей можно паписать интеграл (4) в виде: - 


|| Ф.[М, М] ди 4% = || Ф. а Мам], 


Р Р 


. —> ` —- — 
где 4,М есть частный диференциал вектора М при изменении 
. — 
только координаты и, и 4, М—такой же диференциал при изменении 
только параметра $. | 
Возьмем векторное произведение двух бесконечно малых век- 
торов, касательных Е линии и и %: 


>> — — 
94.М а,М| = 45. 
Это произведение есть аксиальный вектор площади поверх- 


— 
ности 40. Это вектор, направленный по нормали к поверхности и 
равный по абсолютной величине скалярному элементу площади. 
Итак, поток векторов через поверхность 5 равен: 


|| $40 = | | (ФМ, М.) ди 9%. (2) 


- 8 Р 
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Правая часть формулы (2) есть двойной интеграл по перемен- 
ным и и 9, распространенный на, площадь Р, ограниченную контуром Г 
в плоскости (и, 5%). 

Левая часть могла быть написана и в координатах т, у, 2, но 
она получит смысл только в том случае, когда задана поверхность Ю, 
По которой производится интеграция. Отсюда название инте- 
грала по поверхности, присвоенное такому интегралу. 

Для того чтобы ‘вычислить такой интеграл по`поверхности, надо 
выразить текущие координаты точки на поверхности в функциях 
двух параметров и воспользоваться правой частью формулы (2). 

ледствие. Замена переменных в двойном интегфале. 

Из формулы (2) вытекает правило преобразования переменных 
в двойном интеграле. 

‚ Действительно, пусть поток идет через плоскость ту, т. е. по- 
верхность 5 есть часть координатной плоскости. Тогда уравнение 
поверхности будет: ° , | ' 

М — 5 - 79, ы 


и наша формула примет вид: 
о | ХУХ 
|| вм. м. м - | [ у 0 ви | 77, 9, 
. т, у, 0 Х 


Выберем на плоскости ту за криволинейные координаты ии о 
декартовы координаты хи у. Тогда: 


и ач. 


$ г 


д 

= 3 ‚= 0, 
х 09 

и = 9 — , = 99 1 
дт 9 


‚И наша формула примет вид: 


ха — 10 — 
| [2 г диво = [211 42 ди || 242 ду 


Эта формула выражает поток поля через илоскость ху, как бы 
мы ни выбирали параметры и и 5. Следовательно; равенство 


ага =( 2 |2. ®, дна 3 
| ао ву [ГИ зе нач ® 


справедливо при всяких вообще переменных и и %. 

Следовательно, она дает правило замены переменных 
В двойном интеграле. Мы видим, что при замене переменных под- 
интегральная функция умножается на определитель 


‚0х одт 
д (у) _| ди 0% 
д (из) _ 9у ду 
‘ди 0% 


т > 


О ООО ООО ООО ВИО ООСО ИИ ООО ЛОКИ ОО оон ибОНИЙ ДИ 
` 


+ 


лье. О Ай : ` д* у -з ода Ех ль ... й . . 
© .; В о С оО ВА > И-П АЛЕЯ ом, Ву тт мА С“, ЗА ре оз уе у 
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который называется функциональным определителем ИЛИ 
якобианом, по имени ученого Якоби (ЛасоЪ!), который дал эту 


формулу. | 
‚ Примеры. 1. Дано поле: | 
. — 

Ф=чх 79 Ее. 

Найти поток векторов через боковую поверх- 
ность круглого конуса (черт. 48), стоящего на плос- 
кости 2у, с осью 02, если высота равна 1 ми радиус 
основания 2 м. 

Примем за параметры полярные координаты о и ф проекции Р 
точки М на плоскость ху. Тогда х’и у будут определяться по из- 


вестным формулам преобразования декартовых координат в поляр- 
ные. Что касается 2, то оно может 


ВИКовВ: 
А ОБ5К с> АРМЁ. 
Пропорциональность  сходств`н- 
ных. сторон дает: 


или 
Черт. 48. , т. 


Таким образом имеем параметрические уравнения конуса: 


с =0605ф, У = ОШ ф, = 50 


быть найдено из подобия треуголь- 


< 
.х. р. м. 
гм... ОА 
И ИЕ. 


Отсюда: 
—> ® о ® 1 
М, =1е0$ф -{] Ш—— К, 
М. = — зоэтф -- 1060$ $9. р 
Следовательно, | й 
Пр | с 
0с08ф озшф 1—0 ”. 
(ФМ, М.) = с0$ф зшфФ —-— Е 
—озшф 0608ф = 0 2 


вычитая вторую строку, умноженную на о, из первой и вынося из 


последней за знак определителя о, имеем: 
| 0 0 1 


(ФМ. М.) =о сво зшф — >. = 0. ‹ 


1 


—зшф с08зф 0 


А м7 ©. 


Бо = АА 


А 5 ВБ т А Е 
а С. о. 


ху 4“ СИ РОУ 
17. о Я 9 м А 


ЖРЕТ НАУ АИРАЕЙ, ея Ее: В. 
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Следовательно, искомый поток определяется интегралом 


[| 40 аф, 
- “9 


распространенным на круг, в который проектируется конус. Инте- 
грируя, получаем: 


2 2к 2 2" . 
% 0? | й 
ое [а = 4 
0 о оо | 
Под знаком интеграла мы взяли элемент` площади в виде: 
. — < 
[М. М» | 4о аб. 


Первым взята касательная в сторону возрастания радиуса-век- 
тора о, — это направление образующей конуса вниз. Вторым мно- 
жителем стоит касательная к параллельному | 
кругу в сторону возрастания полярного угла. 

оворот от первого множителя ко второму на 
внешней стороне поверхности конуса идет по 
часовой стрелке. Следовательно, положитель- 
ная нормаль идет во-вне конуса. Поэтому ответ 
показывает, что поток направлен во-вне ко- 
нуса. 


2. Найти поток векторов: 


°. —> 


Ф = ху 7 уг - Кох 
через все границы восьмой части 
шара 12? -| у 22 —1 в нормальном ко- Черт. 49. 
ординатном угле. | 
Кроме поверхности шара мы здесь еще имеем. три плоскости 
координат, но нетрудно видеть, что поток через эти плоскости равен 
нулю, ибо на координатной плоскости остается не равным нулю 


дает, следовательно, потока. ' 


Выберем на шаре (черт. 49) за координаты (криволинейные) 
широту, и долготу фи у: 


т — ©05ф 605 ф, у = созфзтьу, г =зш ф, 


тогда 
М, = — т фоозф —Узтфзниу + Ксоз о, 
М, = — 1е0зфзНиф --7 03 феозур, , 
И с03? ф 08 ф ЗИ 4 608 ф ЗШ фэт А с0$ фзш ф 605 
ФМ, М,) = —зто оз)  — зтфешу с0зф — 
— 03 ф зшу с0$ ф 0$ ф 0 


= — 603* ф (6052 ф с05? чу эт ф -- с0зфэзш ф зш?ф -- зш? ф с0з чр). 
и, следовательно, искомый интеграл: 


— | 03? ф (03? ф с05? фзш ф -|- с0$ фэш ф 311? ф - 311? фсо$ р)4рачц. 


10 


Векторный анализ „ 


моем ВА ОВ оо ООО ОИ ОИ 


` 
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ъ 


Он распространен на восьмую часть шара. Значит: 


Поток вычислен снаружи внутрь шара. 

3. Найти поток векторов: - 
—> * : 
Ф = чуг + 7ле -- Еху 


через. боковую поверхность пирамиды (черт о С вер. 
шиной в точке © (0, 0, 2) и основанием О (0, 0, 0), 4 


(2, 0, 0), В (5, 1, 0). 
1) Поток через треугольник 4065. 
Компонент по ндрмали: 


Ф. — 12. 


л 

р) ` 
° — = ф ая (с03? ф с03? ф $шлу -- с05 ф 31 ф 511? ф з 
0 | 
2 3 $ 
. № 05 с0зф Ш Я 
-- $102 ф С05 1) аф = —. | 08? ф |- 605? ф т -- м (* — 1 
7 о ь 
, л п ыы 
2 2 Я 
1. о: . 1 и 
— - зп 24 }-- 31102 фашф | аф = — | с05°ф| —с05°"ф-. а 
2 9 5 ь 
4 -# 
я: . зл Е 
— эф с03ф -+ $112 ф |4ф = — —. Е 
т 4 о 16 $ 
ь 


„’. 


Ар 


В а 2. 
две А, ве о, Я 


‚ Элемент площади 4х 42. Поток 


2—трР 


— | [224 „--| “|| #5. 


Черт. 50. д 08 
Знак минус поставлен, чтобы получить поток изнутри. наружу `. 
пирамиды, иначе компонент поля 122 дает положительное напра-. . 


вление внутрь. 
2) Поток через треугольник ВОБ. Можно вычислять так же, 


как и раньше; покажем другой способ. . 
Уравнение плоскости ВОБ: 


`х = 0, 
иначе, полагая у иг переменными координатами, параметрическое . 
уравнение плоскости. 


нь сл 
В Ви 


=“ * Эм <. 


— . , 
М = у + #2, 
и вектор поля в точках плоскости ВОБ: 


— 


Ф=чг с (ибо х=0). 


к. - 
2% 
7. 
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_ Следовательно, считая первой координату 2 и второй у, чтобы 
получить поток наружу пирамиды: 


(ФМ, М,) = (ву2. в.) =-— уг, 
и поток равен: | 


1 8—2у 
[в ау аг = | ди 42= — Е , 
0 0 ° 


дВ08 
3) Поток через треугольник АВВ. 
Уравнение плоскости АВВ (в отрезках): 


т 8 
т 8 1 
) | 9 у -- о 3 
ИЛИ 
Отсюда: | И 
МЕ —=— 99), ^ 
И . 


Фи (2—1 —2у) {+12 (2 —х— 3) + у. 


Вычисляем произведение: 

2—2 — 25? 25 —12.9%у 2у 

1 | 1 — 1 

0 0 —2 

или; прибавляя первый столбец к последнему: 

‚ 29 —у — 29? 25—17? — ту Эу— 9? 
1 0 0 


0 1 —2 | 
2х — 12—25 Эу— 9? 


——ына 


(ФМ, М,) = 


—ыы у 


-- 


—2 (25 —1* — 259) -- ду — 942 =4х + 2у — 25? — 4лу — 9?. 
Следовательно, поток равен: | 


| (4х + оу — 21° —41у — 2%?) 4х ду = 


1—2 


2 


р. . 
= [42 [| фев — дву — ЗУ) ду 1 
0 0 


Итак, весь поток: 


` 10* 


ПА п ОО р оС СОЗ мм м - 


"м тЧреЩАи © 
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$ 3. Теорема Гауеса-Остроградекого. Мы теперь переходим к пер- 
вой из двух фундаментальных теорем векторного анализа, которые 
одновременно позволяют преобразовывать интегралы различных 
кратностей и служат основанием для введения фундаментальных 


понятий дивергенции (расход поля) и кёрля (вихрь поля). 


Теорема Гаусса есть теорема о преобразовании тройного инте- 
грала по объему в двойной интеграл по поверхности, ограничи- 
вающей этот объем. В таком виде это теорема классического 
(скалярного) анализа. Так она и была дама Гауссом и на год ра- 
нее Остроградским, но только в векторной форме в полной мере 
выступает ее внутреннее значение. 

В таком порядке мы и пойдем в изложении этой теоремы. Мы 
докажем ее сначала в скалярной форме ее, а затем остановимся н 
ее значении в векторном авализе. 

1. Начнем с простейшего случая, когда объем о, на который 
распространяется тройной интеграл, ограничен поверхностью 5 

, (черт. 51), которая с прямыми па- 

раллельными осями координат пе- 

ресекается не более чем в двух 
точках. 

Пусть Х, У, # суть произволь- 
ные (с непрерывной производной) 


Рассмотрим интеграл: 


Стаи 


У 
распространенный на объем т. 

‘Мы разобьем его на три слагае- 
мых, из которых одно (третье) будет: 


ди 
Черт. 51. ` || —_ 
ги ах ач 42. 


Представим этот тройной интеграл в виде трехкратного, и пусть 
первое (внутрепиее) интегрирование будет по г. Порядок двух дру- 
гих для нас безразличен: 


22 
° ° 07 
|| ах ау | —— 42. 
`6 „ 92 
Здесь г, -—аппликата первой точки (М,) пересечения прямой 


РМ,М., параллельтой оси г, с поверхностью ю, 2.—аппликата ° 


второй точки пересечения М.. 


Двойной интеграл распространен на площадь © проекции объ- 


ема ? на плоскость 29. 
Первое интегрирование мы можем выполнить: 
2» 
07 


1 


функции трех переменных х, уи:... 


и..:; 
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ЫМм—__—_—»Э]З]Э]ЭА ААА ===“ — = —”АААААЫАА ААЦ ———_—_ 


где в скобках написаны аргументы функции 1 (х, у, 2). 
Итак, одно слагаемое будет иметь вид: 


|| @ (2, у, 2.) 4х ау — || @ (5, у, 21) ах ау. 
“9 ‘о 
Оба интеграла, ‘берутся по площади ©) — проекции объема © на 
ПЛОСКОСТЬ 2у, но мы можем представить их еще в другом виде, — 


мы можем рассматривать их, как интегралы по поверхности 5. 
самом деле, первый из них 


[12 (2, у, 25) ах ау, 
| 9 
очевидно, представляет собой интеграл от функции 2 (х, у, 2) по 
верхней чёсти 5, поверхности 5, ограниченной линией Г, которая 
проектируется в контур Г^ нашей проекции (0. За положительную 
сторону 5, считаем внешнюю сторону ее: 


|| 2 4х аи. 
), 


Действительно, чтобы вычислить такой интеграл по поверхно- 
сти, надо подставить в подинтегральную функцию координаты точек 
поверхности 5, т. е. 2=2,, и интегрировать по проекции поверх- 
ности 5, на координатную плоскость ту. Эта проекция, конечно, 
совпадает с проекцией © всего объема, на ту же координатную 
ПЛОСКОСТЬ. | 

При этом положительная (внешняя) сторона поверхности 5, 
проектируется на положительную же сторону плоскости ху. 

Иначе дело обстоит со вторым слагаемым: 


— [|2 (%, у, 2.) 4х ач. 
9 


И здесь мы имеем интеграл по поверхности —. по поверхности 5, 
нижней части всей поверхности 5 — от`той же функции 2 (х, 9, 2), 


Итак: | 
|172 4х ау г = |2 45 ву ++ |[2 аз ау. 
у 92 5. $, 


Но поверхности 52 И, составят всю поверхность 5, причем 
внешние стороны их как раз соответствуют внешней стороне по- 


Верхности 5. 
Итак: 
|127 де ау аг = || 2агау. 
у` 9 Е. 


` поверхности 5, ограничивающей этот объем. 
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Интеграл по объему ® преобразован в интеграл по внешней 


} 


Совершенно так же: 


Ще ах ау аа = || у ах аз, 
ух ду . 


№ 9% ау аа = || х ау 42, 
у` 01 зо 
и, складывая все три, имеем: } 


(( нь) додудз = | [(5ауд2 + Удз4е-- 294) (3) 


^ 


У 

При этом интеграл в правой части берется по внешней по- 
верхности 5. . . | 

2. Перейдем теперь к рассмотрению объема %®, ограниченного 
произвольной поверхностью 9. Эта поверхность должна быть, Ео- 
нечно, двусторонней, т. е. на ней можно различить внешнюю и 
внутреннюю сторону (и, кроме того, она должна 
быть непрерывной и т. д.). 

Разобьем весь объем © плоскостями, парал- 
лельными координатным плоскостям, на более 
или менее мелкие части. Граница, каждой части 
будет удовлетворять условию, поставленному для 
поверхности 8, — прямые, параллельные осям координат, пересе- 


кают ее не более чем в двух точках. , 
К каждой такой части будет применима формула (3): 


ИА 9х 07,98 дедуаа = | [(Хдуд2 + У 4з4е + 24») (3) 
д Фу 092 | 4, о 


Сложим все такие равенства. 
В левой части мы получим тогда тройной интеграл, .распро- 


страненный на весь объем ® = %; 9. - ... 
Справа мы будем иметь интеграл но всем поверхностям 5;, 5»,..., 


У, ‚. ее. 
М аль де 
оч 


> . 
зд“ 


отраничивающим наши частные объемы 4, %.,...; но следует иметь 


в виду, что граница, общая двум частям т; и %, (внутренняя пере- 
городка), будет по-разному расположена жо отношению в той и 
другой части (черт. 52 | | 
Если 65’ есть общая граница для ®, и 9» то внешняя сторона 
5’ по отношению к %, (верхняя сторона) будет внутренней для %.. 
Изменение положительной стороны поверхности интеграции На 
отрицательную меняет знак интеграла. Следовательно, двойной 
интеграл по поверхности 5’ войдет дважды: один раз 5’ фигури- 
рует как поверхность ‘объема ©, а другой раз из’ поверхности, 
ограничивающей объем %». Эти два интеграла войдут с разными 
знаками в силу различного. определения внешней (положительной) 


стороны 8’. Они, следовательно, сократятся. 


ь 
® 
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То же-можно повторить относительно всякой внутренней грани, 
т. е. грани, общей двум частям. По сокращении этих интегралов 
останется только интеграл по внешним границам, т. е. интеграл 
по внешней поверхности © всего нашего объема 9: 


ны, +) аоаная = [ое 42 -- Уд 4 +2 аз ау). 
у д ду 902 Е 
Итак: - 


ТЕОРЕМА ГАУССА. Для всякой (с предыдущим ограничением ) 


замкнутой по‘ерхности 8, ограничивающей объем о: | 
Мо, + ) 4е уаз — | | (Хауг + Уаз 4» + Рагау), (4) 
у” \ 0% 9у де Уз 


причем дзойной интеграл берется`то внешней погерхности 8. 

Замечание. Теорема Гаусса утверждает равенство тройного 
и двойного интегралов. Мы видели, что тройной интеграл может 
` быть приведен к интегралу поверхности (4). Ниоткуда не видно, 
чтобы обратно интеграл по поверхности мог быть преобразован 
в тройной интеграл по объему толмжо одним способом. 

$ 4. Раеход поля (дивергенция). Перейдем теперь в геометри- 
ческому истолкованию формулы (4). 

Начнем с правой части ее:” 


| | сауае -- Удгах + 2 4х4у). 


Мы уже видели, что этот интеграл по поверхности дает поток 
ПОЛЯ . 


ФЕХ ЕЯ 


через поверхность 5 изнутри наружу. Таким образом правая часть 
формулы (4) имеет геометрический смысл независимо от выбора 
системы координат. Должна иметь такой смысл и левая часть (4). 
Нетрудно отсюда вывести, что и подинтегральная функция 


0х ‚ду -02 


имеет величину, не зависящую от выбора системы координат. 

В самом деле, возьмем около данной точки М какую-либо замкну- 
Тую поверхность 5, ограничивающую весьма малый объем ®, — 
например сферу с центром в точке М радиуса В. 

Если мы обозначим через т, наименьшее’ значение 

ункции ф (т, у,2) внутри 5, а Через т, — наибольшее ее значение, 
Т0 очевидно: 


М побеаиаь < [бо Эа <] аз ду аа 


\ 
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или, вынося постоянные т, и т, за знак интеграла: 3 
т: (| ах ач4г < Г ф(х, у,2)ахауа2< ть 1 ах ду 42, ` ь 

р р. ® 4 

но тройной интеграл 


| [аедна» = 9 


определяет объем, 9, ограниченный нашей поверхностью 5. Деля 
на о все члены нашего равенства, мы получим: | 


| т, у, 2) ах ау 42 а 
1 < ии < т, .. 
или, в силу теоремы Гаусса (4), 


<" [$46 < 1, 
7 *8 


ибо средвий член нашего неравенства дает поток векторов через. 
поверхность 5. | —— : 
`Будем теперь уменьшать размеры нашей поверхности 5, так, › 
чтобы она стягивалась в точку, и объем о стремился бы к’нулю. - 
Мы можем этого, достигнуть, например, неограниченно приближая 
к нулю радиус В взятой нами сферы. | 
Если функция ф(х,у,2) непрерывна внутри области 6, то ее . 
наименышее значение т. и наибольшее т, будут неограниченно 
приближаться друг к другу и в пределе совпадут с ее значением. 
в точке М. Итак, обозначая через х,у, г координаты точки М, - 


и: 
имеем: 5. 


| Фао 
Ф(т,у, 2) = Нт ———. (5) - 


Ф=0 


Правая часть равенства (5) имеет вполне определенный геоме- 2 
трический смысл независимо от выбора системы координат. Следо- 
вательно, и левая часть — инвариант относительно выбора системы 
координат, т. е. имеет в точке М определенное одно и то же зна- `` 
чение, как бы ни выбирать оси координат. 

Эта, величина | 


0х 0У 02 
%, , 8 — — —- 
р(т, 9,2) дв Году ое 


называется дивергенцией и обозначается начальными буквами 
лативского слова Ч1уегсепйа (подобно логарифму): 

.. = 0Х 90У 07’ 

ЧУ Фф — -- -- — . 

дх ду 
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ии. ——- 


153 


На русском языке можно было бы передать это словом расход 
поля в данной точке. Следовательно, 


[|5 40 


. > . “9 
Чу Ф = Пт. 
+=0 р 


Пользуясь этим обозначением, можно записать теорему Гаусса 
в виде: | 


[(чьФаь = || $45 (7) 


У К 


— это векторная форма теоремы Гаусса. 

Геометрическая интерпретация. ‘Формула (5) показывает геомет- 
рический смысл полученной нами-величины. 

Будем рассматривать наше поле: 


, Ф=Х НУ 


как поле скоростей движения жидкости или газа, т. е. будем счи- 
тать, что во всякой точке М (х, у, г) скорость движения частицы 


` —> 
жидкости определена вектором Ф. - 

Возьмем произвольную замкнутую поверхность 5. Формула (7). 
определяет количество жидкости, которое из нее вытечет в еди- 
ницу времени, —через некоторые части поверхности Жидкость м0- 
жет втекать внутрь, через другие вытекать наружу; формула (7) 
Дает алгебраическую сумму вытекающей и втекающей жидкости, 
причем положительный знак, соответствует вытеканию. 

Количество вытекшей через всю замкнутую поверхность жид- 
кости надо разделить на объем, ограниченный поверхностью, и 
перейти к пределу, когда поверхность стягивается в точку. Пре- 
дел нашего отношения и есть дивергенция (расход) поля в. данной 
точке. 

Несомненно, что здесь существует известная аналогия с опре- 
делением производной как предела отношения приращения функ- 
ции к приращению аргумента. | 

Чтобы лучше себе представить влияние расхода поля на харак- 
тер самого векторного поля, допустим сначала, что дивергенция 
везде тождественно равна нулю: 


УФ =0. 


В таком случае теорема Гаусса показывает, что поток через 
любую замкнутую поверхноеть равен нулю, т. е. через нее столько же 
Жидкости вытекает, сколько втекает. Следовательно, количество 
Жидкости в любом выбранном объеме останется без изменения. 

ы имеем движение несжимаемой жидкости. / 

Итак, поле, расход. которого равен нулю, можно интерпретиро- 

вать как поле скоростей движения несжимаемой жидкости. Точно 
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так же, если мы имеем установившееся движение тепла, 
электричества и т. п., то в силу определения каждый объем 
будет содержать неизменное количество тепла, поток чёрез любую 
замкнутую поверхность будет равен нулю, и поле скоростей 
будет иметь дивергенцию, равную нулю. 

Такое поле называется соленоидальным полем. 

$ 5. Линии тока. Так называются линии, которые в каждой 
точке имеют касательным вектором вектор поля. Это, очевидно, 
линии, по которым двигаются частицы жидкости, если наше поле 
есть поле скоростей жидкости. В зависимости от интерпретации 


. поля их называют также силовыми линиями. 


Если дано поле | 
. > ‹ ® 

Ф = 1Х --]У + Е, 

то линии тока получатся интегрированием обыкновенных дифе- 


ренциальных уравнений. 
Действительно, если 


_ — 

М=мМ (9 
есть уравнение линий тока, то касательная к ней определена про- 
изводной или диференциалом: 

— 
| аМ = ах + 7 ду + Ваз, | 
\ 
& так как касательная совпадает с вектором поля, то 
— — . 

ам = 4$, 
где д— множитель пропорциональности (скаляр). Из пропорцио- 
нальности векторов следует пропорциональность координат их. 


Отсюда основное уравнение: | ‘о 


ах 4 42 
тете (8) 


А 


которое определяет линии тока. 
Пример: Дано поле: 
| > 4 7 | 
Ф=——+4—-+—. 
Хх 9 8 
Найти линии тока. 
Решение. Линии определены уравнением: 
— 1 4х = у ду == 242. 
Общий интеграл: 
| 2 =0(, +7 =0С.. 
Это —линии пересечения круглых цилиндров с осями ‘по оси ё и поюси 7. 
Общий интеграл уравнения (8) содержит два произвольных по- 
стоянных. Следовательно, можно произвольно задать точку, т. е. 


значения х, у, 2, и из двух уравнений найти С, и С», — через вея- 
кую точку пространства проходит одна линия ток. 
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Силовая трубка. Возьмем в пространстве некоторый замкну- 
тый контур С. Через каждую точку его проходит линия тока. 
Геометрическое место их образует поверхность, которую называют 
силовой трубкой, так как она образована силовыми линиями 
(линиями тока). - 

Пусть наше поле соленоидальное, т. е. 

. „ — 

- Чу Ф =0 
во всем поле. Рассмотрим объем у (черт. 53), ограниченный си- 
ловой трубкой 5 и ее двумя сечениями С, и С,. По теореме 


Гаусса: 
И Ф а» - |} 59 о |} 94 +} 545 


но расход поля равен нулю, значит, весь тройной интеграл равен 
нулю. Двойной интеграл по поверхности трубки 5 тоже будет нуль, 
— 


ибо вектор Ф всегда наПравлен по касательной к 
поверхности 8, следовательно, скалярное произве- 


— -> 
дение Ф 44 его на нормаль к поверхности равно 
нулю. Остаются только два интеграла по двум 
сечениям трубки С, и С,. Оба берутея по внеш- 
ней поверхности сечения относительно объема у.` 
Следовательно, если одии берется в положительном 
направлении тока по линии тока, то другой в 
отрицательном. 

Изменим положительную сторону одного из се- Г, 
чений, например С’, так, чтобы С. и О. имели оди- Черт. 53. 
наковое расположение положительных сторон от- 
носительно положительного направления линий тока. Тогда 
последний интеграл переменит знак, и мы будем иметь: 


([28-(аа 100 
С, С. 


Эта формула доказывает. почти очевидный факт, что в солено- - 
Иидальном поле поток векторов через любое сечение ` 
Силовой трубки один и тот же. 

Отсюда сейчас же следует, что в соленоидальном поле силовая 
трубка не может оборваться. Она или уйдет в бесконечность, или 
окончится на границах поля, где дивергенция не равна нулю. или 
замкнется так, что каждая линия тока будет замкнутой линией 1. 

Обычно предполагают, что в Сесконечности поле равно нулю. 

сли, кроме того, поле везде — непрерывно, и всюду расходего — нуль, 
то линии тока все должны быть замкнуты. В 
—_—_ 


* Возможно еще, что линии тока будут без конца навивалться в конечной 
Области без того, чтобы замкнуться. 


д О Ве ао ОЙ 
‚ 


ПОЮ СТ-о ЗААЗЕЗЕЗЕЧЕ ЧЕ ЯРО О КОННОР ВР ООО 
) 
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———_—___ ди 


Таким образом характерной особенностью ‘солено- 


 идального поля является замкнутость его линий 


тока. 

Допустим теперь, что в некоторой точке нашего поля или даже 
в неко! орой области расход поля не равен нулю и имеет положи- 
тельное значение. Тогда поток векторов через поверхность, охва- 
тывающую эту точку (или эту область), не равен нулю. В такой 


области силовые трубки дут возникать и итти в области с. отри- ` 


цательной дивергенцией. Если мы ‚воспользуемся нашей интерпре- 
тацией поля как поля скоростей движения жидкости, то надо 
сказать, что жидкость из области с положительным расходом течет 
в область с отрицательным. Отсюда название источник или 
„исток“ для области с положительной дивергенцией. Область с 
отрицательной дивергенцией, можно назвать отрицательным 
источником или „стоком“ 

8 6. Применение оператора Гамильтона. Чтобы закончить эту 


главу о расходе поля, нам остается показать, как может быть по-. 


лучена дивергенция с помощью оператора Гамильтона „набла“. 
Мы знаем, что оператор Мильтона 


- УЕ +1 и, ы _ (0). 
если его применить вк Скаляру арий функции точки) 
У =У (4%, 9,2), 
дает градиент скалярного поля 
стад Г =УТ.. (11) 


Чтобы вычислить этот символ, нам надо перемножить алтебраи- 
чески символический эооктор" (10): 


9 д 
У = [9—7 Е) ИУ = 
У’ = ( в +! р ) ь + ор 92’ 


д 07 , 
и после этого произведения ри ТУ читать как производные к ИТ. Д. 
` ия Чй 


Оказывается, и в этом`весь смысл введения оператора Гамиль- 


’ тона, что в применении к вектору (векторной функции точки) 


Ф=Ф (пу, 2) 


тот же оператор дает дивергенцию векторного поля. 
Даже более того, мы знаем только один вид умножения вектора 
на скаляр — в частности символического вектора \7 на скалярную 


`функцию И (5,9, 2): 


\7 У = сгаа 7, 


но мы знаем два вида умножения вектора на вектор, скалярное и 
векторное прсизведения, — мы можем двумя способами применять 


оператор Гамильтона к векторному полю Ф (х, у, 2). 


1 
4 


` а м 
ВЫ 
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Й весьма замечательно, что оба раза мы получаем некоторую 
величину — скаляр или вектор, — внутренним образом характеризую- 


! 


щую заданное векторное поле. 


Будем прежде всего рассматривать наше. символическое про- 
изведение как скалярное: 


— . д д 
УФ = (1 7+.) (5Х + 7У + Е). 
/ дх ду де 


Применяя обычные правила скалярного умножения к этому 
символическому произведению, мы получим: 


> 0’ У 9 
Ф— “= 
У дт + ду 1 02 


Таким образом дивергенция есть результат скалярного .умноже- 
. —> й 
ния \/ на вектор поля Ф.. 


Как сказано выше, мы можем применить олератор Гамильтона, 
векторно. Рассмотрим векторное произведение: 


=> .90 0 сд | 
(чае) хех чы) 
дх ду 02 


УФ. (12) 


Применяя обычные правила векторного умножения, имеем: 


> _./0й дУ ‚[9Х 07\ 1 /9У ох\ - 
Фф =— —_—_——__ — —- — й —— =— -—- ® 13 
[$] 5, ») + о.) ( г) (13) 


Рассматривая согласно нашему условию `алгебраические произ- 


\ 


д. 97 | 
ведения я й ит. д. как производные Эт и. Т. Д., мы имеем в фор- 


муле (13) вектор, заданный в каждой точке поля Ф (т, у; 2). Мы 
уже говорили об этом векторе’ выше ($ 7, гл. 1). Равенство нулю 
всех трех. компонентов вектора, мы видели, есть условие, что 
наше поле потенциальное, что это — поле градиентов. Мы перехо- 


— 
дим к рассмотрению этого вектора, называемого сит] Ф (= вихрь 
поля), в следующей главе. 


1 


ТР 
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ны... ух ани 7 
по" жет А С РИ 
са Я НН 


т. ..^ 


Для введения второй диференциальной характеристики вектор- ^ 
ного поля — вихря поля— мы изберем тот же путь, которым мы - 


> 
следовали, вводя расход поля ЧФ. Обращаясь к физической 
интерпретации поля, мы придем в вектору, имеющему конкретный 
физический смысл. Этим самым будет доказана инвариантность 
(неизменяемость) вводимого вектора —вихря поля — при изменении 
системы координат, и вместе с тем мы получим некоторый кон- 
кретный образ, связанный с математическим символом — вихрь поля. 

Подобно тому как при введении дивергенции мы опирались на 
теорему Гаусса-Остроградского, которая дала, нам возможность 
обосновать неизменяемость расхода поля при повороте системы 
координат и вместе с тем представляла основное преобразование 


дивергенции через поток векторов, таЕ здесь основную роль будет . 


играть теорема Стокса. Это тоже теорема классического анализа 
(скалярного). Она дает преобразование инчеграла по кривой 


в интеграл по поверхности. Свое полное значение она приобретает. 
в векторном анализе и служит фундаментом для введения понятия 


вихря поля. 
$ 1. Теорема Стокса. Если Х, У, 2 суть три произволь- 


ные функции переменных. г, у 2 непрерывные и’ 
с непрерывными первыми производными, то суще- 


ствует тождество: 


фа +7 +248) = | "(5 2») 4е-- 

й р : ду 92 
+ (5, — 5)“ де + и-% =] (1) 
- дг 9х дт ду 


Здесь интеграл в левой части берется на замкнутой кривой С 


(не имеющей кратных точек, т. е. не пересекающей себя); интеграл _. 
в правой части распространен на поверхность 5, ограниченную . 


контуром С. Поверхность 8 тоже не имеет ‘кратных точек. Кроме 


того, она двусторонняя, т. е. на ней можно различить две” 


стороны, одну из которых мы будем считать положительной. Двойной 


интеграл распространен на положительную сторону поверхности 8. 


Заметим, наконец, что эта положительная сторона поверхности 8 
связана с положительным направлением на ее контуре С таким 
образом, что на положительной стороне 5 явижение в положительном 
направлении контура С определяет положительное вращение. 


"№. 
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Перейдем к доказательству этой теоремы. Оно проводится просто, 
если воспользоваться теоремой о преобразовании переменных 
в двойном интеграле. Пусть поверхность 5 определена, уравнением: 


— —> 
М =М (и, %), 
в =х(и, 9), у=у (и, %), 2=2 (и, 5), | (а) 
здесь и и 7 — криволинейные координаты на поверхности. 
Примем их за независимые переменные и преобразуем к этим , 
переменным двойной интеграл в правой. части формулы (1). 


Пе общей -формуле преобразования переменных в двойном 
интеграле: | | 


|| @ у) асау - | | [2 (, у (и, $)] 2 и до 
ы | ) 


я 7 

где якобиан ву означает: . | 
д (и, ®) | 

02 ду | 

9 (29) _ ди ди | 

9%) |д ду 

д% 0% 


Интеграл берется по той стороне поверхности 5, на которой 
вращение от положительного направления линии ик положитель- 


ному направлению линии 9 идет в положителеном направлении 
вращения. 


Преобразуем по этому правилу интеграл, стоящий в правой 
части формулы (1): | 


"1 /0й 9дУ 0х 07 дУ 9х 
1 = ——-—- |\4иа — —-— |424 — ——_ |@зду | = 
ШЕЕ | о» ” "(о ,. " 2+ (> вы) й 
= (95) 26а + (ох 28 269 
ду 02/9(и, 5) 0дг  дт]0(и, %) 
о 9(2. у) ди 4%. 
0% ду -9 (и, ©) 


Сгруппируем члены в выражении, стоящем под знаком инте- 
грала. Расбвмотрим, например, члены с производными отХ: 


у—Ш— м дц 


д2 д(и, 5) ду д(и,®) — 
9х (=>. дг >) 9х (5 ду дх „) 


—5 —— =. — 3—3 —— — — —_ 


ди 09% дуди 0у \диду доди 


ОЙ 


} 


” 
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дх д. | 
Соберем отдельно члены с р и с то} мы получим: 
и. у, 
Е ду, 9х о бу Е 


‘ду ди ‘д2 ди | д% ‘ду`д0 02 0% | ди’ 


Если еще добавить два члена равных и с обратным знаком: 
ОХ дгдх ОХ дходт пи 


———_к д —ы—  —————————— —_— 


0% диди дх дид®’ 


_ То мы получим: ы 


дХ 9(2,2) ОХ 9(х, 4) — 
92 д (и, 9) — ди д(и, $) — | 
0Х 0%, ОХду, 0Х92]0# [0Х0х ‘0Хду, ОХ 02105 _ 
И ‘ди ди | вь ду дю ° дедъ |= = 
_ 0Х 05 05051 _ 9(Х, 1) 
би дь 00 ди 
Итак: | | - 
| в [|[> д (2,2) _ ОХ 0 (т, У био — 
8 


— 


‘де 9 (и, 9) 09 9(и, %) 


29 (№, 5) 
8 8. 


\ 


Последнее преобразование; очевидно, выполнено на основании 
той же теоремы о замене переменных в двойном интеграле, но 
только примененной в обратном направлении. 

Возьмем на нашей поверхности 5 сеть линий (черт. 54): 


х = 01$ и Х = с010$ ‚ 


(линии х = соп3${ суть сечения поверхности плоскостями, перпен- 
дикулярными к оси 2) и допустим, что каждая из этих линий пере- 
секается с контуром С’ только в двух точках. Если было бы иначе, 
то, разбивая поверхность 5 на части и применяя теорему в каждой 


` отдельной части, мы доказали бы ее и для всей поверхности 5. 


Преобразуем наш двойной интеграл в двукратный, выполняя 
первую. (внутреннюю) интеграцию по Х: 


т: 


Пределы внутреннего интеграла Х, и Х.. Суть функции от 2. 
Это те два крайние значения. переменной Х, которые она прини- 
мает для некоторого‘ произвольного, но постоянного х, т. е. зна- 
чение Х в двух точках пересечения линии` 5 = с0156 © контуром С 
поверхности 8. - `, 
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Пределы внешнего интеграла х, и т, суть постоянные числа. Это 
два крайних значения, которые переменная х принимает на выде- 
ленном куске поверхности 5, т. е. значение х в двух точках Аи В 
контура С слева и справа, где | 
ЛИНИЯ, 2 = 601$ касается кон- 7 
тура. 

Очевидно, внутренняя инте- 
грация может быть выполнена: 


Хх, 
| ах =х,—х, 
х, 


и, следовательно, напг двойной 
интеграл примет вид: 


5. ЕН 
[= [х, 42 —|х 4х верт. 54 
я: 21 “ .. 


Нетрудно видеть, что п рвый интеграл есть криволинейный 
интеграл по дуге 4тВ от функции Х. Действительно, при изменении 
переменной х от 2, до х, функция Х принимает значения, соответ- 
ствующие точкам дуги АтВ. о ` 

Совершенно так же второй интеграл взят от той же функции 
по дуге АяБ. | 


т, = | [ах 4х = [х4— | Ха 
8 


АТВ АпВ 


Меняя во втором интеграле направление обхода (переставляя 
пределы) и одновременно меняя знак, мы получим: ‘’ | 


[= | х42+ | х42-= фхаа 


АтВ ВпА С 


При этом контур С обходится в направлении АтВпА. Заметим 
теперь, что двойной интеграл | 


де | -анаь- [2х4 
ПО 
9 


берется по той стороне поверхности 5, на. которой вращение от 
положительного направления линии Х (т. е. ЛИНИИ 5 = 60130 к по- 
ложительному направлению линии х (т. е. линии Х — 601150) видно 
В положительном направлении, т. е. по часовой стрелке. Так как 
положительное направление линии х есть то направление, в котором 
Параметр 2 возрастает, то, очевидно, обход контура С совершается, 
тоже в`том же положительном направлении ‘т. е. по часовой 
Трелке на положительной стороне поверхности 5. - 


Векторный анализ | ] 


162 — . ТЕОРИЯ ПОЛЯ 


Такое же преобразование можно выполнить и над двумя другими 
интегралами т, и [., на которые распадается интеграл Г: 


ду 
Ё = |. * 4х 4у— =) $ У ду, 


в | у 42 г—1„@4=) = риа 


При этом в интегралах по контуру С положительный обход его 
определяется тем.же правилом: на положительной стороне поверх- 
ности 5 он идет в положительном направлении — по часовой 
стрелке. 

Складывая эти три интеграла, получим: 


Т=Г ++. $04 +7% +74) 


у 


Таким образом наша теорема доказана, 

$ 2. Теорема Стокеа в векторном анализе. Мы доказали теорему 
Стокса как теорему классического анализа (скаларных величин), 
как некоторое преобразование интеграла по кривой в интеграл по 
поверхности. 


Однако все свое значение эта теорема приобретает (подобно . 


теореме Гаусса) в векторном анализе. 
Пусть мы имеем векторное поле: 


/ ` 
Ф-=4Х У АА. | . 
В таком случае интеграл по кривой имеет определенный смысл: 


$ (Ха + Уду-- 242) = феи. 


га 


} 


\ 


Это работа поля по замкнутому контуру, которая иногда в ме- 
ханике называется циркуляцией вектора по замкнутому 


контуру. 
Рассмотрим теперь новый ‚вектор, составленный таким образом: 
— 902 оу . /0Х 042 ду 9х\ 
——— Е ——— |. 2 
®= ‘(> „) | „)+ | и) 


В таком случае правая часть формулы Стокса (1) — интеграл по 
поверхности—тоже получит простой геометрический смысл: 


1\9у 92 ‹ 02 0х ^ бу , . 
`8 | Е 


© — 
Это — поток векторов ф через поверхность $. 
р р 


.я 
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‚ Итак: ; 


> => —> _— ` 
| | у = $ ФаМ, (3) 
- 8 | [9 
— — 
поток векторов ф через поверхность 5 равен работе поля Ф по кон- 
туру С, который ограничивает эту поверхность. 
- Нетрудно отсюда притти к заключению о геометрическом смысле 
— 


# 


вектора ф. | 

Возьмем через данную точку Му какую-либо плоскость и опишем 
в этой плоскости вокруг точки М. малый контур С — например 
окружность малого радиуса. Тогда: 


вай (таб. 
феи уве 


Первый интеграл взят по окружности С, второй по площади 


— 


< > + 
круга 5. Теперь вектор 40 во всех точках поверхности 8 (плоскости) 
имеет одно направление — перпендикуляр к плоскости. 


- — 
Если мы обозначим единичный вектор этого направления буквой и, 
то мы имеем: 


| , 40 = до, 
Где 4% — скалярный элемент площади. 
| | оао — | [р пд = | [4,40 
| 8 8 8 
где - * Ир 
`ф. =фип 


_ 
есть проекция вектора ф на это постоянное направление — на пер- 
цендикуляр в выбранной нами плоскости. | 

По теореме о среднем значении. интеграла можно выбрать такое 
Среднее значение (+,), функции ф, внутри круга 5, чтобы 


[+ 40 = || (41). 4® = (1). || 40 = ($1) 5, 
8 8 8 | 
где © есть площадь нашего малого круга. | 
Внося это значение в формулу (3), получим: | 
фФам 


0 
(ло 5 . 


Будем теперь переходить к пределу, полагая, что радиус круга 5 
Стремится к нулю таким образом, что круг стягивается в точку М.. 


11 * 
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Естественно, что пределом (+,), будет значение функции +: 
в точке М.. Мы обозначим его ради простоты через фл. 
Итак: | | 


1. 


Но 
в. 
$ г, 
р: - 
Е. 
а 
МР 

е 

. 
Ме. 
: 

# 


®> 
© | 
>. 
= 


фа = Ни ^^. -(4) 
Как видим, здесь имеется большая аналогия © определением рас- 
хода поля (дивертенции) в точке М.. Разница только в том, что 
мы теперь получаем не самый вектор т а его проекцию , — про- 
екцию на некоторое произвольно выбранное направление п (оно В 
произвольно потому, что произвольна плоскость, к которой т. 


“ 


перпендикулярно). `` 


—> ; 
Так как проекция вектора ф на любое направление остаетса 


— * 
неизменной при изменении системы координат, то и сам вектор ф: 
инвариантен (неизменен) относительно вращения системы координат. .. 
Неизменность же проекции у, прямо следует из формулы (4), —; 
она определена геометрически, независимо ни от какой коорди-: 
натной системы. ь 

Итак, мы пришли к тому выводу, который нам был нужен, — : 


_ 
вектор чр, определяемый формулой (2), есть вектор инвариантный 
относительно преобразования системы координат. Следовательно’, 
это— вектор, определяющий некоторое физическое свойство поля’ 

Этот вектор в английской литературе, & за ней и на конти-- 
ненте, называется кёрл (сиг), по-русски его удобно перевести словом . 
вихрь ибо он действительно указывает на вихревое движение, 
определяемое полем. Его обозначим так: 


- 0/0 9 0х 07 у ох 
сиг! Ф =+$|[ —- — — > В). 5). 
г '(5, „)+: (5 ы (5. г) ©) 


Следовательно, теорема Стокса в терминах. векторного анализа 
напишется так: | 


а 


8 
5 
% 


х 


р 


райеьу 


„. 


_фФам= | | сит] Ф 40. (6): 
(9. 8 


ее 


Здесь С есть контур поверхности 5 и обходится так, что опре”. 
деляет на положительной стороне поверхности.5 вращение ‘по ч8“, 
совой стрелке. | 

$ 3. Поле’вихрей. Постараемся теперь представить себе, какое же, 


Е 

«> ” \ > 4 

физическое свойство поля определяется вихрем поля сит! Ф. 
Это несколько труднее сделать по отношению к этой второй: 
характеристике поля — труднее, чем по отношению к дивергенций 


ибо теперь мы имеем дело с вектором, а не со скаляром. Однако #. 


/ 


= 


—ж 


здесь можно дать геометрическое толкование и даже не одно, а два. 


Первое из них непосредственно вытекает из формулы Стокса. Здесь. 


потоЕ вихрей преобразуется в работу поля. 


— „ 
Итак, допустим, что наше поле Ф есть поле сил, и спросим. 


себя прежде всего, что значит, что поле не имеет вихрей, что 
—> . 
сиг! Ф = 0. 


Тогда, очевидно, поток вихрей 
й — — 
| | сот! Фао —=0 
8 | 


всегда равен нулю, через всякую поверхность 5; а следовательно, 
по теореме Стокса, работа поля по всякому контуру С равна нулю 


> _—> 
ф ФАам = 0. 
а 

Мы знаем, что этим свойством обладает только потенциальное 
поле. В этом случае существует потенциал У: 

— 

Ф = стад Т. 
Итак, необходимое и достаточное условие, чтобы 


’ поле обладало потенциалом, есть отсутствие вихрей: 


сиг] Ф — 0. 


Нетрудно заметить, что это непосредственно вытекает из устано- 
вленного нами ($ 7 гл. Г) аналитического признака потенциального, 
поля. Лучше сказать, этот аналитический признак и состоит 
В равенстве нулю трех компонентов вихря. 


<> 


Перейдем теперь к вопросу, какой же эффект получится, есл 


. 1 —> 
в поле возние вихрь, если в какой-либо точке сит] Ф не равен нулю. 


Еще раньше, однако, надо спросить: может ли вихрь поля быть 
отличным от нуля только в одной точке? 


Итак, спросим себя, какое поле определяет вектор чл = сиг Ф? 
ТЕОРЕМА. Поле. вирей есть соленоидальное поле. 


Нам надо доказать, говоря иными словами, что расход этого 
поля всюду разен нулю: 


у ф —=@т сим Ф—0. 


Эту теорему можно доказать разными путями. Прежде всего чисто 


° Геометрически. 


По теореме Стокса | 
|| сия Ф4о = ф ФМ, 
Г. С` 
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поток вихрей через поверхность 8 равен работе поля Ф по конту- 

ру С этой поверхности. Будем теперь этот контур сжимать и 

обратим его в точку. Поверхность 5, очевидно, обратится взамкнутую 
_> | 

поверхность, а работа поля Ф по бесконечно малому контуру С 

в пределе будет равна нулю: | , 


|| сиг! Ф 48 — 0. 
8 


— — ` - 
Итак, поток вектора чу = сит! Ф через всякую замкнутую поверх- 
ность 8 равен нулю. По теореме Гаусса: 


[рав | | 4х а; 


К 
— 


‚ это значит, что- расход поля ф во всякой точке равен нулю, т. е. по- 


— 
лез есть соленоидальное поле. | | 
Еще быстрее это докажем, воспользовавшись свойствами опера- 


тора Гамильтона „набла“. 
Мы уже видели [ем. формулу (13) 7 предыдущей главы], 


„ — 
что вихрь поля`Ф может быть получен векторным умножением 
оператора Гамильтона | , 


сиг] Ф 57 =[Ф]. 


> ` 
С другой стороны, расход поля ф получается скалярным умноже- 
нием на оператор Гамильтона: 
. =’ — 
Фу ф = Уфу. 
Итак, искомая ‚величина . 
. > — 
лу сиг! Ф =У [УФ]. - 
В правой части стоит символическое произведение трех векторов. 
Мы можем, однако, к нему применять все правила обычного умно- 


жения векторов. Основное свойство такого скалярного произведения 
трех векторов 


| ——-— — > — 

(АВС) = А[ВО: 
есть возможность переставить множители при условии соблюден 
одного и того же кругового порядка. Значит: 


Я [7 $1 = [УУ1$. 
Но векторное произведение двух равных векторов равно нулю 


[МУ] = 0. 
Чтак: 


(у сот] Ф— 0. 
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Наконец, это нетрудно проверить и непосредственным дифевен- 
цированием. | | | 

$ 4. Влияние вихревого кольца на работу поля. Итак, поле вихрей 
всегда есть соленоидальное поле. Это значит, что силовые линии 
такого поля (при условии непрерывности) или замкнуты или уходят 
в бесконечность. ` 

Значит, нельзя допустить, чтобы вихрь поля был отличен от 
нуля только в одной точке. | 

Возьмем малый замкнутый контур (например, окружность малого 
радиуса) около точки М и проведем силовые линии вихревого 


‚ ` 
поля сиг Ф в точках этого контура. С с 
Мы получим трубку —вихревую 0 
трубку, или в случае бесконечно ма- | 
лого контура — вихревую нить. 
Такая нить не может тогда обор- 
ваться (при условии непрерывности 
поля). Она или уйдет в бесконечность, 
или замкнется. | 
Такая замкнутая (или уходящая’ в 
бесконечность) вихревая НИТЬ И ЯВЛЯ- 


_, 
ется тем элементом вихрей в поле Ф, 
эффект которого мы должны изу- 
ЧИТЬ. 

Итак, допустим. теперь, что суще- | | 
ствует (неравная нулю) одна вихревая Черт. 55.° | 
нить В (черт. 55). Всюду вне этой бесконечно тонкой трубки В 
вихри отсутствуют: 


сиг] Ф = 0. 


Что касается распределения напряженности вихрей внутри трубки, 
то оно подчиняется простому закону. 

Цоток вихрей через любое сечение трубки один и тот же. 
Обозначим этот поток буквой 9. Мы будем` считать 4 конечной ве- 
личиной, хотя бы сечение вихревой трубки было бесконечно-мало. 


Нетрудно дать характерный признак всех таких контуров: 

Такой контур можно непрерывным изменением 

Свести в точку, не пересекая вихревой нити. 
Действительно, при этом преобразовании наш контур опишет 


некоторую поверхность 6 —* геометрическое место всех положений 


< 


# 


РР Ч Е РС Е РО 


м ео Ор м 
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контура. Эта поверхность ограничена заданным контуром и, очевидно, 
не пересекает нити. | 

Кроме Этих контуров существуют еще другие, которые заце- 
плены. с вихревым кольцом подобно звеньям цепи. Их нельзя 
свести в точку, не пересекая вихревой нити, но возможно, если 
пересечь нить один раз. Таков, например, контур Сз. При этом 
преобразовании наш контур опишет поверхность 5, которая пере- 
сечет только один раз вихревую нить. 

Применяя теорему Стокса к контуру Сз и поверхности 5, мы 
преобразуем работу поля по контуру в поток векторов через по- 
верхность 8, но теперь этот поток уже не равен нулю. Действи- 
тельно, вихрь поля будет всюду на поверхности 5 равен нулю 
кроме тех точек ее, где она пересекает вихревую трубку. "Мы 
обозначим через 4 поток векторов через любое ‘сечение трубки 
(ибо для всякого сечения это одно и то же число). Следовательно, 

в ПОТоЕ вихрей через поверхность 5 будет ра- 

вен тому же числу 1. 

Итак, работа поля по контуру С; 


и то же самое будет справедливо для всякого 
контура этой категории. 
№ ° Далее можно выделить такие контуры, 
которые охватывают два-три и более раз вих- 
ревую нить так, что они могут быть сведены в 
точку только после двукратного, трехкратного 
ит. д. пересечения с нитью. Работа по таким 
контурам будет равна 24, 34а ит. д., вообще 
будет кратна 4 (конечно, работа может быть отрицательна при 
обратном обходе контура). ` 

Таким образом при наличии одного вихревого кольца поле пе- 
рестает быть потенциальным; найдутся контуры, по которым работа 
поля не равна нулю. 

Мы можем, однако, сделать это поле потенциальным, если мы 
устраним те контуры, по которым работа не равна нулю. 

Проведем какую-либо поверхнобть 5 (черт. 56), которая была бы 
ограничена вихревым кольцом В, как контуром *. Будем рассматри- 
вать эту поверхность $ как“часть той поверхности, которая огра- 
ничивает пространство, в котором имеет место векторное поле. 
В частности, если других границ нет (если поле уходит в беско- 
нечность), то мы будем расематривать 5 как единственную границу. 

При таком условии в новом полученном пространстве возможны 
только контуры первой категории, работа по которым равна нулю. 
Таким образом, добавляя новую границу нашего пространства — 
поверхность 8, мы делаем наше поле потенциальным. 


Черт. 56. 


1 Мы принимаем здесь вихревое кольцо бесконечно тонким. 


/ 


1 


- 


{ 
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`Пуеть 7 его потенциал, следовательно: 
— 
Ф = отаа У. 


Работа поля на пути ММ, по общему правилу, будет равна раз- 
ности потенциалов в начале М и в конце М пути. 

Пусть теперь наш путь ММ пересекает поверхность 5 в точке т. 
Работа по замкнутому. контуру МтМ№пМ, пересекающему поверх- 
ность 5, по условию, равна: › | 


ф фам = (4. 
Мп№ММм 


Разбивая этот интеграл на два, получим: 


_ —> — —> 
|вам-а-| ФАМ, 
| МтМ №мМ 
& так как интеграл в правой части берется по кривой, не пере- 
секающей поверхность 5, то он может быть вычислен так, как 
если бы поле было потенциальным, т. е. он равен разности значений 
потенциала Г в точках Ми М. 
Итак, искомая работа: 


| Фам — а+-Гк— Ум. г 


МтМ№ 


Как видим, эта работа более той, которая должна была бы быть 
в потенциальном поле при ‘переходе из точки М в точку №, — 
более на величину 4. Мы можем представить себе дело так, что и 
после пересечения ‚поверхности 5 мы остаемся в потенциальном 
поле, но величина потенциала в каждой точке изменилась на д: 


7, = Р-а. 


При новом обходе потенциал еще вырастет на величину 4 ит. д. 

Таким образом при наличии одного вихревого кольца поле 
можно рассматривать как имеющее потенциал, но потенциал в виде 
периодической: функции точки. При каждом обходе через кольцо В 
потенциал вырастает на величину 4 — период потенциала. 

Нетрудно теперь представить’ себе поле, имеющее два или 
более вихревых кольца. И это поле можно рассматривать как по- 
тенциальное, но потенциал будет функцией с двумя, тремя и более 
периодами. При проходе через каждое кольцо потенциал выра- 
стает на свой период. | 
‚ В пределе все поле будет заполнено вихревыми кольцами. Ра-. 
бота по замкнутому контуру будет зависеть от числа захваченных 
контуром вихревых колец. 

$5. Другое геометричеекое истолкование вихря. Введенному 

— 


нами вектору сиг! Ф можно дать еще другое толкование, взяв за 
основу другую физическую интерпретацию векторного поля. Это. 


р 


ини етаиль сво 
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новое значение кёрля оправдывает то название „вихрь“, которым 
обыкновенно в механической литературе передается на русском 
языке эта вторая характеристика векторного поля. 

В предыдущем параграфе мы рассматривали наше поле как‘ 
поле сил, и это привело нас к понятию потенциала каб периоди- 
ческой функции точки. 

Пусть теперь наше поле определяет движение жидкости. Пусть 


вектор поля ` ’. . 
—> 
Ф =+3Х +] У + КИ, 
есть скорость частицы жидкости в точке М. 


ии 

Какой смысл будет иметь тогда сит! Ф?/ 

Векторное поле имеет две диференциальные характеристики: 
кёрль поля и дивергенция поля. Мы увидим в следующей главе, 
что эти две величины при известном условии (граничные условия) 
и определяют поте. Во всяком случае и, не забегая вперед, ясно, 
что влияние одной из этих величин на строение поля будет более 


заметно, если мы устраним другую. 
Итак, рассмотрим поле, не имеющее источников, т. ©. До- 


пустим, что 
. —> 
(у Ф=0. 


— это так называемое соленоидальное поле. 

Мы его рассматривали в предыдущей главе. ‚Наиболее хара- 
ктерное свойство его — замкнутость линий тока. Линии тока или 
оканчиваются на границе поля, или уходят в бесконечность, или 
же, если поле не имеет границ, всюду непрерывны и в бесконеч- 
ности обращаются в нуль, — замыкаются внутри поля 1. 

Будем рассматриваль именно этот последний случай, — два 
других предполагают, что на границах поля или В бесконечности 
есть источники, а мы хотим устранить их действие. 

Допустим; что наше поле обладает вихрями и притом в наи- 
более элементарной форме, т. е. допустим, что в поле есть только 
одно вихревое кольцо В. Как расположатся линии тока относи- 
тельно этого кольца? \ 

Возьмем какую-либо линию тока С. Пусть это — замкнутая линия. 
Примем ее за контур, по которому берется интеграл 


— - 
фФам, 
> 
т. е. определим работу поля вдоль линии тока. Она не может быть 
равна нулю. 
— 


Действительно, вдоль линии тока вектор Ф все время направлен 
по касательной в пути интеграции, т. е. совпадает по. направлте- 


1 Они могут, не замыкаясь, бесконечно навиваться в конечной части пло- 
скости, заполняя части пространства. " 


1 


; 
` 


мА Арх 


„? 
м 
2. 
х 
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к 
РА 


№, 
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нию С элементом пути М. Наш интеграл можно ‘представить 
в скалярной форме: 
ф Ф 4:3. 
С 


Ф — здесь скалярная величина вектора; ее можно считать положи- 
тельной, если направление обхода совпадает с направлением век- 
тора. Интеграл от существенно положительной функции есть’ ве- 
личина положительная, отличная от нуля. ` —. 

Применяя результаты предыдущего параграфа, мы придем 
к заключению, что контур С и вихревое кольцо В зацеплены один 
за другой подобно звеньям цепи. 

Итак, всякая линия тока нашего поля замкнута, и все они 
охватывают вихревое кольцо. | 

Таким образом вся жидкость вращается около вихревого кольца. 
Если мы представим вихревую нить в виде прямой, уходящей 
в бесконечность, то картина движения жидкости еще более будет 
напоминать явление смерча на море, водоворотов в реке около 
устоев моста или тех вихревых столбов пыли, которые так бы- 
стро образуются летом на неметеной улице. , .. 

Может возникнуть вопрос, вызывается ли это движение на- 
личием вихревой нити или отсутствием дивергенции. Как будто бы 
последнее обстоятельство играет еще большую роль, так как всякое 
поле с дивергенцией, равной нулю, есть соленоидальное, и линии 
тока его будут замкнуты (или уходить в бесконечность). | 

Таким образом как будто и при отсутствии вихрей соленоидаль- 
ное поле определит вихревое движение. На самом деле это не ` 
так. Если поле уходит в бесконечность, то и линии тока будут 
уходить в бесконечность, и жидкость будет устремляться в этом 
направлении. Если бы при этом линия тока С оказалась замкнутой, 
то интеграл 


у о фФам 
с 


-“ 


^ 


по этой линии был бы отличен от нуля; следовательно, поток 


и 
сиг! Ф через поверхность 5, ограниченную кривой С как конту- 
ром, тоже не равен нулю, т. е. поле имеет вихри. ` 

Если же поле не. имеет вихрей, и дивергенция всюду — нуль, и 
притом оно не ‘простирается в бесконечность, то оно не может 
иметь линий тока ни замкнутых, ни уходящих в бесконечность. 
Значит, если поле’ всюду — непрерывно, то оно всюду равно нулю. 

Эту теорему мы докажем в следующей главе строго анали-’ 
тически. _ 

Наконец, можно заметить, что всякое поле можно рассматри- 
вать как сумму, как наложение двух полей: одного — соленоидаль- 
ного с дивергенцией, равной нулю, и другого — потенциального, 
обладающего источниками, но без вихрей. Это основное предло- 


ОР СМ Е СВ ЗВКосе ССАН ТО 


3 5-2 АЕ 
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жение будет доказано тоже в следующей главе. Если его принять, 
то общая картина течения жидкости сложится в таких чертах. 

Соленоихдальное поле ‘дает знакомый нам эффект вращения жид- 
кости около вихревых колец, которых может быть сколько угодно. 
В потенциальном поле линии тока пойдут ортогонально к поверх- 
ностям уровня; они будут исходить из источников (точки с поло- 
жительной дивергенцией). Таким образом это ноле характеризует 
переливание жидкости из области с положительной дивергенцией 
в область с отрицательной дивергенцией. 

Действительное движение жидкости является результатом сло- 
жения того и другого движения. УКидкость перетекает от положи- 
тельных источников к отрицательным, но в то же время она вра- 
щается около вихревых нитей. 

Таким образом присутствие вихревых нитей непосредственно 
указывает на вращательный характер движения, на наличие вихря, 
понимая это слово в его повседневном значении. 

Отсюда происхождение русского термина вихрь для вектора 


_> 
сиг] Ф. \ , 
Можно пойти дальше и говорить о скалярной величине вихря. 
Предположим для простоты, что вихревая нить обратилась в пря- 
мую и вся жидкость вращается около этой прямой как целое, кав 
твердое тело. Тогда все линии тока суть круги с ‘общей. осью — 
вихревой нитью. 
Применим в одному такому кругу формулу Стокса: 


— ‘> — _—>> 
фФфам = | сш фа. 
С 8 
Здесь С — окружность и 5 — площадь ее круга. 
Применим' к обоим интегралам теорему о среднем значении. 


Обозначая нуликом внизу среднее значение функции ‘в области 
интеграции, имеем: 


+ 


ф Фа = | [соя $), 40, 
С 8 


или, вынося среднее значение функции за знак интеграла и вы- 
полняя интеграцию, получим: 


° Фодлт = (саг Ф), ли? 


где ’— радиуе круга. 
‚› Отеюда 


— 


(саг] $). = Фо 
уд 


но Ф есть скорость движения точки. Следовательно, ‚, 


Ф 
— =И | 


7 


1 
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есть угловая скорость вращения. Переходя к пределу для "== 0, 
получим значение вихря в точке г = 0: 


си Ф = 2. 


Итак, вихрь по эбсолютной величине есть двойная угловая 
скорость вращения соответствующей частицы жидкости. По своему 
нанравлению вихрь подобно скорости вращения откладывается по 
оси вращения в положительную сторону, т. е. так, что вращение 
видно по часовой стрелке. 


Нример. Рассмотрим поле , , 
2+ 


= и. 
22 + 9? 


Составляя его вихрь по формуле: 
— ./90й Э5У ./0Х 97 
сиг Ф = (5, >). (в) 
02 045, 


в (2% ох) | 
ду 02 дх ду } ? 
без труда получим: 
— 
сиг Ф = 0.: 


Следовательно, поле обладает потенциалом. Однако, если определим работу 
поля, например по кругу радиуса 1 с центром в начале, по кругу, расположен- 
ному в плоскости ту, то получим: | 


— ах -- ау 
д? -- 9? 
\ 


Полагая здесь 
Х = 08 $ у=ЬНШЬ 
имеем: 
ЭГ 


Й 41 = Эл. 
0 


Итак, существует контур, по которому работа поля не равна нулю. это 
показывает на, наличие вихрей в поле. Если мы будем искать линии тока, то 


из уравнения 
Ч _ ау _ 42 
-у ях 0 
найдем без труда: 
& = 018$, 42 -- у? = с0о18%. 


Следовательно, все линии тока замкнуты. Это — круги в плоскостях, парал- 
лельных плоскости ху, произвольного радиуса, но с центром на оси 2. Отсюда 


можно заключить, что вихревая нить совпадает с осью 2. 
Нетрудно видеть, что 


$ =0, у=0 
, —> 
дает нарушение непрерывности для вектора Ф, — числители и знаменатели 


—> 
обращаются в нуль. Этим и объясняется обращение в нуль сиг] Ф во всем про- 
странстве‚, —вся ось г, как место точек разрыва, при этом сама собой исклю- 
чается. , 

Если мы обратимся к определению потенциала, то найдем: 


— а Ги, 
у [-—1 2 + ау 


————о—ы—ы—ы——_> 


1 342 ? 
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если перейти к поляым координатам: 


т =0с05ф, у =озтф, р 

то получим: 0. в 7 
У - |ар-9 + сот . 

или в декартовых: и 
. | У == агс ь . Е 


Мы видим, что У—пернодическая функция. После всякого обхода около вихре- 
вой нити потенциал вырастает на #л — момент вихревой нити. 
Упраэюнение. Цайти поток вихрей поля 


ФЕИ 1+ №, 


через боковую поверхность круглого конуса, стоящего на пло- 
скости ту, ось юторого совпадает с осью 2, если высота его 
равна 2, а радиус основания 1. 

Ответ — п. 

Решение. Пользуясь тем, что поле вихрей соленоидальное, можно заме- 
нить данную поверхность конуса любой другой с тем же контуром. Так как 
контуром яваяется окружность основания, то проще всего выбрать за такую 


поверхность площадь круга основания конуса. 
Еще проще воспользоваться теоремой Стокса и преобразовать двойной 


интеграл по поверхнити в криволинейный интеграл. по контуру: 
| — -> 2. 
[= сиг| Фао = \Фам. 
8 


Ни! 


Уре Микунь аБУНТСЕ, 


«А ое" с А 


— 
При этом и подочитывть сиг] Ф не придется, и искомый интеграл будет: 


и Ме сл. ьыы 


” 1=ф (942+ ау +244). 
0 


Здесь С — окружность основания. конуса. Так как радиус ее единица, & 
центр в начале, то в уравнения можно предотавить в параметрической форме 
так: | | 
- 1 = 08$, у=эяшь 2 =0. 

Чтобы получить по теореме Стокса поток вихрей изнутри наружу конуса, надо 

обходить контур в поюжительном направлении на положительной стороне по- ` 
'’ зерхности. Так как оложательная сторона поверхности внешняя, то положи- 

тельное вращение будет по часовой стрелке на плоскости 2у. Это соответствует 

возрастанию параметра 5. 

Подставляя в нашу формулу, позхучим: 
2к 2= 


082$ — 1] . 
1=- [| чшчар- | 5 Ш=— м. рН 


0 0 а 


Глава ГУ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ПО ЗАДАН- 
| НОМУ РАСХОДУ И ВИХРЮ ПОЛЯ. _ 


Мы рассмотрели в двух предыдущих главах два основных ин- 
варианта векторного поля: дивергенция (расхот поля) и вихрь (вбрль). 
Оба инварианта были найдены, так сказать, „случайно“. Мы не 
отыскивали всех инвариантов поля, а, рассматривая то или иное 
геометрическое свойство, ту или иную физическую интерпретацию 
векторного поля, мы получили скаляр (дивергенцию) и вектор (кёрль), 
имеющие физический смысл (расход поля и вихрь поля), —тем 
самым они уже инвариантно связаны с полем 1. 

Таким образом остается открытым вопрос, исчерпываются ли 
этим все основные? -инварианты поля, или можно составить из 
производных первого или, может быть, высших порядков от ком- 
понентов вектора поля еще такое выражение, которое не зависит 
от выбора системы координат, или такие три выражения, которые 
при повороте осей будут меняться, как компоненты неподвижного 
вектора. | 

‚Мы разрешим этот вопрос, если докажем, что по данной ди- 
вергенции и`вихрю само векторное поле вполне определено. Пра- 
вильнее сказать, что оно бухет определено, если мы допустим, что 
оно всюду непрерывно и в бесконечности равно нулю, или если 
предположим, что вектор поля задан на границах поля. 

Из этой теоремы, которая является целью всей настоящей 
главы, будет непосредственно вытекать, что дивергенция и кёрль 
исчерпывают все диференциальные  инварианты йоля. 

8 1. Разложение векторного поля на потенциальное и соленои- 
дальное. Мы знакомы с двумя основными. типами векторного поля: 
потенциальным и`соленоидальным. | 

Первое есть поле градиентов скалярного поля. Оно геометри- 
чески характеризуется поверхностями уровня (поверхности равного 
потенциала). Аналитически оно характеризуется равенством: 


сиг! Ф = 0. 


1 Напомним еще раз, что инвариантный скаляр величина, не ме- 
няющаяся, как бы мы ни брали систему координат, инвариантный или, пра- 
вильнее, кова риантный (т. е. совместно изменяющийся) вектор меняет 
свои компоненты с изменением координат так, чтобы на новые оси они давали 
проекции того же вектора. | 

2 Очевидно, что любая функция от дивергенции, любая ее производная 
есть снова инвариант, так же исвихрем, например вихрь от вихря снова инва- 
риантный вектор. В тексте говорится о таких инвариантах поля, которые не 
могут быть получены только из дивергенции и кердя, 


\, 


` 
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Второе поле всегда можно рассматривать как поле кёрлей не- 
которого векторного поля — векторного потенциала. Геометрически 
оно характеризуется своими силовыми линиями, которые замкнуты 
или уходят в бесконечность. Аналитически это поле характери- 
зуется равенством: 


аФ=—0. 


Весьма замечательно, что всякое поле можно рассма- 
тривать как геометрическую сумму (наложение) двух 
полей — потенциального и соленоидлального. 


— 


В самом деле, пусть вектор поля Ф равен сумме двух век- 


И, ИИ И о РЕ ЕЕ А 


Ват 


дм 


— — 
торов Ф. и Ф,;: 
, — — — 
/,’ | - Ф — Ф\ -- Ф.. 


В ии ара 


7” 


И дивергенция и кёрль составлены линейно из производных от 


ВЫ" 2 


— 

| координат вектора Ф. Производная суммы равна сумме производных. 

‚ Отсюда непосредственно следует, что и дивергенция и вихрь суммы 

векторов равны сумме расходов или сумме вихрей от каждого 
слагаемого, т. е. 


947 Ф=@тФ, + 1$, 
| си1 Ф = сит] Ф, -- сиг] Ф, | 


(1) 


И а а А о: 


‚ Допустим теперь, что теоремы, которые мы хотим доказать, 
верны, по крайней мере, для потенциального и соленоидального 
полей, т. е. допустим, что дивергенция вполне определяет потен- 
циальное поле, & вихрь—соленоидальное. | 

Добавим в равенствам (1) новые условия: 


сит $, = 0, $, = 0. (2)! 
Тогда наша система (1) и (2) примет вид: 


: 
Зее < * мал 


‚ —> 
1) для определения поля Ф.: 


| ® —>> ® —> 
у $, = {у $, 


— (3). 

сиг Ф, = 0; . 

—. о 
| 2) для определения поля Ф.: т 
| _ > | 
саг! Ф, = сиг! Ф. (4) > 


Наши условия (2) говорят, что поле Ф,—потенциальное поле, Ф,/— 
‚соленоидальное. Если наша теорема доказана для этих двух част- $ 


. ‘ных полей, то равенства (3) определяют поле Ф;, а уравнения (4)— & 


р и 


= 
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— | р - 
поле Ф., т. е. наше поле Ф будет разложено на потенциальное 
И соленоидальное. Более того, Пусть нам дано: - 
— 
Фу Ф =4ло 
— ’_-. ‚ (5) 
сиг! Ф = 4лт 


где о — заданная скалярная функция, ит — заданный вектор (кёрль). 
Козфициент 4л введен ради удобства формулы. 
‘отда наши системы (3) и (4) примут вид: 


41 Ф = 4ло, “ам Ф.=0 | 


—> . — — ы 
сит] Ф, = 0, ‹ сит Ф, = 4лт | 


- 


_(6). 


. — — — . 
Отсюда мы найдем Ф, и Ф,, и, следовательно, и вектор Ф будет 
известен. И | 

Таким образом достаточно доказать нашу основную теорему для 
потенциального и соленоидального поля, чтобы она была доказана 
для произвольного векторного поля. ‘° 

Можно пойти далее. Нетрудно убедиться, что эта задача (опре- 
деление поля. по заданным дивергенции и кёрлю) приводится 
к одному и тому же уравнению в обоих случаях, т. е. ив случае 
потенциального и в случае соленоидального поля. 

Действительно, чтобы знать _поТенциальное поле, надо знать 
потенциал его. Итак, пусть!  .. | 


Ф, = — сгаа у. 
Первый столбец уравнений (6) примет вид: о 
Фу отааУ == - 4ло. (7) 
Если воспользоваться оператором Гамильтона У, то - 


Ф, = — УТ, ат $, = — У (УР) = — ха. 
Следовательно, уравнение (7) будет: | 
\У?Т = — 4мо. (1’) 

Эта операция \7? носит название операции Лапласа и обозна- 


чается Д. | 
Церемножая скалярно оператор 


.9д .0д д 
У=е-- +7 + ., 
ы . дх ду 92 
х 
МЫ получим: 0 7. р: 911, 1) = : ЕЕ . 
0? 90°. и 9. . 51 Е 
сне НЕ (1:7: ) ОНОНННЕ 
д = я Ра" 1. 7 2 :‘ (8) 
т 1 295 } 0; :*) 2. с 


(. Ио 112 = 

- Ех, 

"Мы принимаем согласно обычаю потенциал с противоположным знакой 

чтобы градиент был направлен от точек с высшим потенциалом к точкам 
с низшам. те 


12 


Векторный анализ 


‚уравнение: 
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Слеховатёльно, наша проблема зависит от уравнения в частных 
производных второго порядка: | 
у ФУ , @Т _ _ 
- —- +— = — 470. (7) 
| 05:2 ду? 02? 

Это уравнение носит название уравнения Пуассона. 3 

В частном случае, если о =0, наше уравнение : 

ДУ =0 (9) : 

называется уравнением Лапласа. . 
К такому же уравнению мы придем, решая нашу задачу и во 


втором частном случае, т. е. решая`ее для соленоидального поля. 
Действительно, соленоидальное поле определяется своим век- 


— 


торным потенциалом 0: \ 


ДУ = 


# ®- ., 


_ _, р 

Ф, = впг1 0, (10) : 

или © помощью ‚оператора т Гамильтона: ь 
= [90]. : 


Подставляя это в арене ( р получим для определения вектора 0 :} 


У ХУ =4мт. 


Применим. формулу (4) стр. 57 к сложному произведению, стоя- 
щему в левой части: 


АХ [56] - В(Аб)—С (АВ) 
мы получим: 


ух [70] = У (90) — (7У. 


— ‚ 

Мы пишем здесь вектор О на последнем месте, чтобы показать, 

что все операции символических векторов применяются к’нему. - 
Итак, уравнение (а) имеет вид:. 


сга@ (41 0) $720 — 4лт, (5) | 
Заметим, что вектор О не вполне определен уравнением (10). 


Если мы его разложим на потенциальный и соленоидальный, т. е. ° 
положим | 


Длей . 
а еааиаму + > -. 


\ 


0 — 0, -- Ц, , р 
так что . * 
| саг] 0, = 0, Чу 0. = 0, 
то уравнение (10) примет вид: < 


Ф, = си! 0 = саг] 0, -- си О, 
_ Или 


> — 
. . Ф, = смт! 0.5. 


Ё 
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. — 
Таким образом первый компонент О: остается совершенно произ- 


— . 
ВОЛЬНЫМ — ОН никакого влияния на образование поля Ф. не имеет. 
Ничто не мешает нам предположить, что этот компонент тожде- 
ственно равен нулю: 


— < 


И = 0%, 


— 
т. е. допустить, что векторный потенциал П есть соленоидальный 
вектор: 


40 = 0. 
Наше уравнение (Ъ) примет тогда более простой вид: 
$920 = фл. 
или, вводя оператор Лапласа Л = \7?: 
дй — — 4лт. _. (11) 


Это еще не есть уравнение Пуассона, ибо оператор Лапласа при- 
меняется к вектору, & не к скаляру, но равенство векторов имеет 
следствием равенство всех трех координат. вектора. Таким образом 
уравнение (11) распадется на три уравнения Пуассона для трех 


> 
компонентов искомого векторного потенциала 0. 

Итак, определение соленоидального поля (т. е. его’ векторного 
потенциала) по заданным вихрям его тоже приводится к уравнению 
Пуассона, вернее, к трем уравнениям Пуассона для трех компо- 
нентов векторного потенциала. . 

Таким образом наша задача сводится к решению уравнения 
Пуассона. Мы рассмотрим это уравнение в простейшем случае, 
т. в. для потенциального поля, где все решение может быть чрез- 
вычайно наглядно истолковано, & затем в нескольких словах укажем, 
как оно применяется в случае соленоидального поля. 

$2. Формулы Грина. Интегрирование уравнения в частных 
производных второго порядка вообще представляет большие труд- 
ности. Эти трудности увеличиваются, если мы ищем решение 
при заданных условиях на границах. Тем более удивительно то 
решение уравнения Пуассона: 


ДГ = —4ло, - 


которое мы.ниже приводим. Оно основывается на замечательных 
формулах Грина. Они же позволят нам доказать, что потенциальное 
поле вполне определено своей дивергенцией. . 

Формулы Грина получаются! путем. применения теоремы Гаусса: 


|945 = | [45 $4» 
8 ъ № 


` Грин нашел свои формулы раньше Гаусса. 


_— 


12% 


‚ в произведению скаляра 0 на потенциальный вектор с потенциалом Г: 


ра 
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Ф — ОХ. 
Вычисляя дивергенцию 
ду Ф = У(0УИ) 


и применяя операцию Гамильтона к произведению 0 . УТ по пра- 
вилу диференцирования произведения [см. формулу (14) стр. 1381], 
мы Получим: 


аи 


` 4$ =У0. 7+ 0У7Т.. 


АЕ. 


Итак: 


Не 


|| ОТ -д0= |1 [70. УТГУт 4%. (1) 


— это перв ая формула Грина. Здесь 5 пбверхность, огра- 
ничивающая объем 5. 
Ее можно несколько иначе записать, если иметь в виду,.что 


а рибаыиер 


— — 
ао = пао -. 


. С —> 
есть вектор, направленный по нормали ” к поверхности 6, ‘и что 
скалярное произведение Е 


у Рас = ТУ . пдо = (Ут) Рав 


определяет производную скаляра Г в заданном направлении. 
Обозначая производную по нормали к поверхности 5 через 


СР = 9’ о 
п 


. еле ето А на м. 


мы запишем рат орут Грина в виде: 
| 0 4= | {бут + ОЗУ} 4%. (). 


Вто рая формула Грина получается, если мы положим 
в первой формуле 


И П = РТ. 
Мы имеем тогда: Е 
АР РГ ` 7 
|7 т 46) = ЦА {< УТУТУТ) 4%: - (2) 


ъ 


Эта’ формула позволяет нам доказать теорему 0 единственности 
. потенциального поля с данной дивергенцией. 


ТЕОРЕМА. Потенциальное поле без источников (дивергенция _- 
всюду равна нулю), всюду непрерывное и обращинощевся 6 нуль в бес- 
конечностии, тооюдествемно равно чулю. в 


я 


< ( 
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Допустим, что 7 — потенциал этого поля. Так как его дивер- 
тенция равна нулю, то У удовлетворяет уравнению Лапласа 


ДУ = 0. 
Действительно, ' 


Чу (стад 7) = (УТ) = УР = ДУ = 0. 
Вставляя это во вторую формулу Грина, имеем: 


Ц =. 40) = | (УР) 4%. (3) 
8 у 


Пусть 5 есть сфера радиуса А, который растет в бесконечность 
тав, что 9 в пределе есть объем всего. пространства. Левая часть 
есть интеграл по этой сфере. Так как мы допустили, что поле 


— 7 
в бесконечности обращается в нуль, то и Е 
а м п . 
поля по нормали к сфере 5, т. е. в направлении радиуса-вектора, 
тоже в пределе обратится в нуль. Подинтегральная функция в этом 
интеграле по поверхности $ тождественно будет равна нулю, и, 
следовательно, весь интеграл равен нулю, и мы получим: 


|сужь=0 


$ 


‚ |. е. компонент 


УГ есть вектор поля; его квадрат равен квадрату ‘его скаляра, 
т. е. это — существенно положительная величина. Если интеграл 
от всюду положительной функции равен нулю, то, значит, под- 
интегральная функция сама равна всюду нулю \, т. е. (УГ)? = 0. 

Это показывает, что скаляр нашего вектора всюду равен нулю 
т. е. поле тождественно равно нулю. 


— — и о 
Если Ф, = УТ, иФ = — УТ.—два поля с одной и той же 
— —> - - 
дивергенцией, то поле Ф, — Ф, имеет дивергенцию, равную нулю, а 


—> —> 
следовательно, Ф, —Ф, = 0, т. е. дивергенция вполне определяет 
потенциальное ноле. 

Третья формула Грина будет иметь для нас наибольшее 
значение, ибо именно из нее мн получим основную формулу, 
дающую величину потенциала в данной точке, по заданному рас- 
пределению источников. : 

° Эта формула получается из первой формулы Грина исключе- 
нием произведения \70ХУТ. 


* Пусть 9.-—тот объем, где (УТ) не равен нулю, и пусть т — наименьшее 
значение (377). Тогда 


Грез [Газижаея (Гон, 


Эта величина не может равняться нулю, если 9: — не нуль. 


С 
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Именно, напишем эту же формулу (1), поменяв местами два 
скаляра П иТ: 


|Суй | =} {70. УР У 4ь, 


? 


{узи ав = [| {{У0. УР} @%, 
8 | | 
Вычтем теперь из первой формулы вторую. Мы получим: 
| @УУ—7У0) 4 = {Ц И — 70) = (1 
5 ° _ | 


— это и есть третья формула Грина, но обычно ее применяют 
в предположении, что одна из этих двух функций, например 0, 
удовлетворяет уравнению Лапласа: | 


$720 = 0. 1 (5) : 

Тогда наша формула принимает вид: . 
| | УТРУ 90) де | | {(ОУУ"У) 4+. (6) 

, - .. 


Здесь Г — произвольная скалярная функция, О — какое-либо ре- 
щение уравнения Лапласа (5); поверхность 5 ограничивает объем у, „ 
причем, —и на это надо обратить внимание, — обе функции ПО и 
У —непрерывны и обладают непрерывными производными во всех 
точках объема 9. Последнее ограничение прямо следует из вывода `` 
тебремы Гаусса, —он законен только в этом предположении, & ° 
формулы Грина суть простые следствия этой теоремы. Поэтому . 
все места нарушения непрерывности для О или У или их произ- 
водных должны быть выделены из объема 9. — 
_ 83. Ньютонианекое поле тяготения © одной материальной точкой _ 
в начале координат. Мы переходим теперь к основному вопросу . 
этой главы. Мы видим, что он сводится к определению потенциала. 
‘поля, если дана дивергенция его, т. е. к решению уравнения: `> 


727 = — 4ло. 


— Мы начнем с подыскания того решения 0 уравнения Лапласа (5) . 
предыдущего параграфа, которое необходимо для построения. 
третьей формулы Грина (6). С этой целью, мы рассмотрим специ- 
альный вид поля, имеющий, однако, очень большое применение, ‚ 
даже более того,—поле, которое ляжет в основу и общей теории, — _. 
это поле ньютонианского тяготения. . | 
Пусть в начале координат помещается материальная точкз 
массы т. Как известно, материальная точка есть математическая 
фикция. Масса т занимает конечный объем, но если мы будем 
предполагать, что объем безгранично убывает, а масса не изме- 
няется, то в пределе мы получим материальную точку. Мы увидим, - 
однако, что материальный шар равномерной плотности в точках, 
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— 


внешних к шару, вызывает такой же потенциал, как если бы вся 
масса шара была сосредоточена в его центре. 

Итак, допустим, что в начале координат сосредоточена, масса, т, 
которая притягивает всякую другую материальную точку по закону 
Ньютона, т. е. прямо пропорционально произведению масс, и обратно 
пропорционально квадрату расстояния. 

Сила, с которой она притягивает единицу массы, помещенной 
в какой-либо точке М, может быть представлена вектором, идущим 
из точки М в точку 0, в начало координат, где помещается при- 
тягивающая масса т. 


Обозначим ‘радиус-вектор ОМ буквой В: 


ОМ =В. 


Тогда единичный вектор из М по направлению к О получится 


— 
из ОМ изменением направления на обратное, т. е. переменой знажа 
и делением на скаляр ОМ, т. е. | 


Сила тяготения будет пропорциональна т и обратно. пропор- 
циональна 2?. Обозначая через `А множитель пропорциональности, 
получим величину силы в виде: 


ра 


— . 
Умножая единичный вектор ф на величину силы, мы и получим 
— ц 


искомый вектор Ф, определяющий наше поле тяготения: 


> В 
Ф=— т р. ° (1) 


В этой формуле 1. и т— постоянные множители. Они нас 


сейчас не интересуют, и мы положим. их равными единице. Таким 


образом вектор поля равен: 


— 


$=—& (2) 


В. 
Докажем теперь: | , 
1. Что поле (2) потенциальное поле. Для этого доста- 
точно показать, что вихрь поля равен нулю: 


И В 
сиг] Ф = [УФ] = — |У та |2 


_ * 
р? `. ` . 


<. 
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Применяем оператор \7 к дроби по правилам диференцирования: 


.. 
.... а 
ЕН 


спе] ® — —— [УД] ии З[УЕ- Е] ; 
‚ Вз В* 
0 1.“ | 
| В=юру-, = у : 

где 5, у, з суть координаты точки М, и 
[7-0 
а - 
И У Е? = 2В\УВ = они) = 28. _ (3) 
| ибо | | > 


В? = 2 у? -+ 2?. 
Таким образом 


И 


< 


сиг] Ф — = 0. 


Впрочем, гораздо о быстрее мы получим тот же результат, непосуред- 
ственно показав, что поле (2) имеет потенциал; покажем, что 


ра 


Ф — стад 0 = \/0. 


Действительно, ИЗ формулы (3) следует: { 
и В = = В\В, 
и, значит: | й 
-, В В 1 
— 
Фф = ——_—_ = — У — \/ -^- |. 
83 Е? В 
Итак, мы видим, что наше поле (2) потенциальное поле, 
и потенциал его равен - . 
в - 


| [УВ . 2] =0, 
Дивергенция поля (2) всюду (где она непре- 
 ыЕни равна нулю. Действительно: 


Е 
- $ = —=\7Ф = —\- 8’ 


Применяя \/ к дроби по правилу диференцирования: 
ауФ =— УВ ЗУЛ- В 
. Б3 [4 


о ол С, ИОНЫ < хх 


! 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 185 - 


но 
УЕ — 3, 
И ый 
В 
УЁй =. 
к Е 
Следовательно: 
4" Ф —=_- 3 - 38.8 — 0. 
Вз 25 
Таким образом мы имеем уже готовое решение уравнения Лапласа: 
1. 
В 


Сомнительным остается начало координат, ибо это точка нару- 
шения непрерывности —в начале знаменатель потенциала и век- 
тора поля В обращается в нуль. 

Для решения этого вопроса рассмотрим поток векторов ‘через 
поверхность, охватывающую начало координат, и докажем теорему. 

3. Поток поля (2) через всякую. поверхность, охва- 
тывающую начало, равен— 4л. | 

Форма поверхности, очевидно, безразлична, ибо дивергенция 
во всем пространстве равйа ‘нулю, и мы всегда можем ОТЕИНУТЬ 
какие угодно части пространства, не содержащие в себе точек 
нарушения непрерывности начала. -. 5 ^ 

Поэтому мы выберем за поверхность 5, через которую опреде- 
ляем поток нашего поля, сферу с центром в начале координат 
радиуса х.. 

Искомый поток равен: 


Так как поверхность 5 есть сфера, то ее нормаль идет по радиусу; 
притом внешняя нормаль идет от центра. Следовательно, единичный 
вектор нормали: 


— 
И — 


—> 
В 
В 
И элемент поверхности равен: 


—> 
4 = 40). 


> > 


— 
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40 — скалярный элемент поверхности. Подставив это в нашу фор- 
мулу, имеем (5): т 


* 


Так как на поверхности нашего шара В =т радиусу шара и 


| 40 = 471? 
8 
равен поверхности нашего шара, то: 
В > 
—|| 4% = —4л. 
5 № } 


$ 4. Определение потенциала поля, заданного рае- 
пределением источников. Итак, мы имеем функцию 


1 
0 = —, _ 1 
- О 
удовлетворяющую уравнению Лапласа всюду, кроме 
Черт. ` 57. начала координат. Подставляем это’ выражение 
в формулу (6) 5 2:. < | 
1 _ В\ у, 
тучи [([ УТ а» 
| (+ У + =) 94 В ( ) 


При этом начало координат должно быть исключено из объема 
интеграции 9. Мы можем этого достигнуть, если выделим начало 
координат при помощи сферы 5, малого радиуса г с центром 
в начале. Мы будем предполагать, что радиус этой сферы г стре- 
мится к нулю, так что в пределе будет выделена только одна 
точка — начало координат. — 

Совершенно так же мы должны будем выделить все точки нару- 
шения непрерывности искомого потенциала 7. Мы будем допускать 
нарушения следующих трех видов: 

1. Отдельные точки, где частное значение потенциала не равно 
предельному. Такую точку мы выделим сферой с центром в данной 
точке бесконечно малого радиуса ”,. Обозначим все такие сферы 
буквой 5. 

2. Такие точки могут соединяться в целые линии Г. Построим 
в каждой точке нашей линии сферу малого радиуса т› и рас- 
смотрим огибающую всех таких сфер. Мы получим поверхность 
(черт. 57), которая называется поверхностью канала и которая 
облегает нашу линию, подобно футляру. Такую поверхность 
назовем 5». 

3. Наконец, геометрическое место `таких точек нарушения 
непрерывности может образовать целую поверхность ХУ. Так как 
слой и с другой стороны нашей поверхности > потенциал и его 


р 
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. Производная по предположению изменяются непрерывно, то и 


_ > . ы . 
вектор поля Ф = — стай У будет тоже непрерывен, но при перё- 
ходе через поверхность > и потенциал Г и нормальная слагающая 


= 7 
вектора Ф, т. е. ал › Может изменяться скачком, т. е. предельное 
и - 


значение потенциала сверху и предельное значение снизу (по обе 
стороны поверхности >) могут быть не равны друг другу. 

Мы построим в каждой точке поверхности > сферу малого 
радиуса тз и рассмотрим огибающую этих сфер (черт. 58). Таким 
образом мы получим поверхность 5%, которая содержит У внутри 
себя, подобно футляру. | 

Наконец, чтобы охватить в пределе все пространство, введем 
сферу 5’ большого радиуса т’ и будем предполагать, что стремится | 
в бесконечность. 

Итак, поверхность 5 в нашей 
формуле (2) состоит из поверхно- 
стей 5’, 5, &:, 55, 6; а объем 9 есть 
объем бесконечной сферы 5’ за вы- 
четом сфер 5, и 8,, поверхности 
каналов 5, и объема, содержаще- 
гося внутри поверхности 5.. Следо- 
вательно, внешней стороной поверх- 
ности 5’ надо считать наружную, 
т. е. направление к бесконечно уда- 
ленной точке; внешней стороной , 
сфер 5, и 8, будет их внутренняя ` 
сторона, т. е. внешние нормали 5, и ©, направлены в их цен- 
тру. Точно тав же внешняя нормаль 5, направлена внутрь Е ли- 
нии` Г, и внешняя нормаль 5; — точкам поверхности >. 

Итак, формула (2) принимает вил: 


Ире" + [937 в) 
+ (‘в 7 в.) 45+ [[(3 +7) + 


ы (т +72) _ }}} Ура» 


Займемся теперь вычислением каждого из этих интегралов 


в отдельности. _ 
А. Интеграл по поверхности бесконечно большого радиуса 5’. 


Он распадается на два: 


а 
В [3 
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`` 


В известных предположениях оба интеграла стремятся к нулю, . 
когда радиус этой сферы -’’ стремится в бесконечность. | 
В первом интеграле проекция градиента на нормаль сферы есть 


ай 
производная 7 по радиусу =} если 4 — скалярный элемент 
Г 


площади сферы, то: 


очевидно, на сфере 5’ сваляр радиуса-вектора В всегда равен 
о , а 
радиусу сферы 1’. Допустим теперь, что а: есть наибольшая 
. Т /т 
величина этого компонента поля на нашей сфере, тогда, очевидно: - 


а 
— 11| <) р 


5’ 


Здесь т’ как постоянная вынесена за знак интеграла. Так как 
поверхность сферы 5’ равна 4ли”?: 


то мы получим: 


Итак, допустим, что наше поле обращается в беско- 


7 
нечности в нуль, притом так, что „убывает во всех 
к 


точках сферы 5’ как бесконечно-малое порядка выше, 


чем — ‚ т.е. допустим, что 
у. =. 
( 
ра + Г = 0 
- г’ > со Фи 


Очевидно, в таком случае первый интеграл в пределе обратится 


8. нуль. 
реобразуем второй интеграл: 


1, = |7 И ав. 
9’ В 


ра 
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> — <> 
$ Мы уже видели, что до имеет направление внешней нормали 
сферы 5’: | 


— 

— В 

Й = ——. 
В 

Вставив - 
В _ 
>— 
. да = 40, 

В 


Пусть (У)„— наибольшее значение потенциала Г на поверхности 
сферы 5’. Так как на поверхности 5’ имеем В —›" постоянным,‘ то 


< (Она = © [чо =4= 
. )/2 р’2 
5’ &’ . 


Допустим, что в бесконечности потенциал ТУ стре-- 
МИТСЯ К НУЛЮ: | - 
- 1% У = 0, 
г’ > со Г 
мы получим тогда, что и второй интеграл [, обращается в пределе 
В НУЛЬ. - | . 
В. Интеграл по поверхности бесконечно малой 
сферы 5. Выполняем те же преобразования над нашими двумя 
 интегралами Г, и Г, с тою только разницей, что тенерь внешняя 
нормаль поверхности направлена внутрь сферы, т. е. 


Мы получим: 
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а7 | аТ 
Обозначив через р наибольшее значение ар на поверх- 
т т Г 


ности шара 5,, мы получим опять: 


мы ее). 
о 4: т 9 + т 


Будем переходить к пределу, полагая, что 7, стремится к нулю, 


‚ 
будет просто частное«значение этой производной в начале коор- 
динат. Это, во всяком случае, конечное число, ибо начало коор- 
динат-—обыкновенная точка для Г и ее производных. Итак, второй 
множитель конечен, а первый — стремится к нулю. 

1. имеет пределом нуль. | <; 

Иначе дело будет обстоять со вторым интегралом Г». 

По теореме о среднем значении можно выбрать такую точку 
на сфере 5,, чтобы, обозначив через Т, значение потенциала Г 
в этой точке, иметь: 


` = [бо >, | [Узда 
. 76” т , 


8 СЛ 


и ДУ 
т. е. наша сфера сжимается в точку. Предельное значение Е .) 
7% 


Вынося ТГ, как постоянное из-под знака интеграла и интегрируя: 


| 49 = 4лто”, 


5, ` 
мы получим: | 
Ь — — 45%И в . 


ра 


Будем теперь сжимать наш шар бо. В пределе, когда 7% =0 и 
шар сведется в одной точке — началу координат, среднее значение Гэ' 
на поверхности шара совпадет со значением Г, в начале коор- 
динат,— не забудем, что начало координат — обыкновенная точка для 
функции 7. 

Итак, в пределе: 


17 Го — — 4лТ . 


С. Интеграл по поверхности бесконечно малых 
сфер 5,. Преобразуем наши сферы. 
Скалярное произведение теперь равно: 
‘аТ „> 
—_4®, 


УР .а0-= ^^ 
у 
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где — — производная. по нормали сферы 5, , т. е. компонент гра- 
п 


диента в направлении к центру этой сферы. Следовательно: 


1, = = | ЯР 
В В 4 
К 8 -._ ` . 
1 а | . 
Пусть |[— ри —наибольшее значение подинтегральной функ. 
п /, - 


ции на поверхности шара 5,. 


Тогда: 
1 7 1 Ч 
1 © |2 =(— “| 4ль 2. 
и<(т ). | ” \: въ № 


Будем переходить к пределу при т, = 0, предполагая, что 
сфера 5, сжимается в точку. В непосредственно обратится в рас- 


. аГ\ . 
стояние этой точки от начала координат. Что касается =. | то 
п 


2% 


это все же будет конечная величина, ибо мы допустили существо- 


` вание предельного значения Г и ее производных. Между тем 4лу,.? 


обратится в нуль вместе ся. 


Аналогично докажем, что и второй интеграл 1, обратится в нуль. 
Действительно: - | р 


— 


| аВ | 
то [ао [ГУ ав [аи - 
1) В ) В? 1 №. 


аВ | 
где попрежнему -— означает производную от В по но мали 
дл у р 


к поверхности сферы 5, (от центра сферы наружу»* так чТо 


— — . . 
46) = — пд, ибо внешняя нормаль направлена теперь в центру 
сферы &,). 
- _/ &В 
ап |` - 
Обозначая через | 7 ре — наибольшее значение этой вели- 
т 
чины на поверхности сферы 5, ‚ имеем: 
аВ, ав 
дп | ( апт 
| [о | < 7 де ао — (7) р? 4л.^. . 
‹\ 12° /т`8; т  ` | 


ав 1 о 
Здесь выражение (‘°„, 2) ОСТается конечным и в пределе, 
`\ 4п т | 


. 
"оставить миа 
ежа ы и 


< 
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когда ’,= 0, ибо центр этой сферы не совпадает с началом коор- 


динат. Если мы допустим, что значение У в пределе в центре 


сферы существует и конечно, или даже менее того, если мы до- 
пустим, что Г не имеет предела и растет в бесконечность, но так, 
что! 
Шт Ил? = 0, 
г. —>0 
то все же 1, в пределе обращается в нуль. 
р. Интеграл по поверхности каналов 5.. 
Здесь применимы совершенно те же рассуждения, что и по от- 
ношению к интегралу 51. 
Все предыдущее доказательство основывалось на том, что н8и- 
большее значение подинтегральной функции оставалось конечным 
и в пределе, а интеграл | 


| Фо) 


8 


давал поверхность шара 5, равную 4лг;’, которая в пределе стре- 


милась к нулю. | 
Применяя то же преобразование интегралов [1 и Т. по поверх- 


ности 8.;, мы получим теперь: 


та г а\ 
‚1 т а 8 
1 (в =). | " | ат)? 


8 


8 


1 АВ п 1 аЕ 
. 1 —— 40 = [И - ] №, 
и < (Ур: =). | | В? =) " 


АГ _ аВ , 
где попрежнему р И 2 производные ° по внешней‘ нормали 
| п т 

к поверхности 8, символ (0)„ означает наибольшее значение 
функции 0 на поверхности 5», и, наконец, площадь этой поверх- 
ности обозначена буквой 5». 


а 
Мы и теперь будем предполагать, что [И и. остаются конеч- 
у. 


пыми в пределе, когда т. = 0 и поверхность 5, обращается в линию. 
Что касается площади 5., то она стремится к нулю, когда т, — 0, 
ибо вся поверхность вырождается в линию. | 

Таким образом приходим к заключению, что оба интеграла 
по поверхности 5, стремятся в пределе к нулю. 

Отложим пока расемотрение интеграла» по поверхности 5. или 
лучше допустим на:время,. что наше подле, не обладает нарушением 
непрерывности“ в виде целых поверхностей У, состоящих из таких 
точек разрыва. `° по 


че. ^ 


т \ 


ИИ м ИНЬ Во. - Зи: и ат 
‹ ‘Е Например, считая, что У обращается в басковеуность порядка , 
. мл 1 


9-7, 
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Тогда нам остается только рассмотреть тройной интеграл в пра- 
вой части равенства (2’): 


о ао 


Нам дана дивергенция поля, т.е. дано: 
УТ = — 4ло, 
где о — заданная функция точки; подставим это в наш интеграл: 


2 
| УТ 40 = —4= | |[% 4%. 
Е? В ЕР Е 


(и линий) нарушения непрерывности поля, 
Мы получим окончательно: 


427, = —4а || [ба 
. В 


РТ. = И 45. | (3) 


Таким образом мы получаем значение потенциала Г в начале 
координат. Так как начало координат — произвольная точка, то мы 
можем получить по этой формуле значение потенциала в любой 
точке пространства. 

. 85. Физическая интерпретация полученного решения. Очень 
интересно, что полученное решение имеет непосредственную интер- 
претацию в том поле ньютонианского тяготения, которое мы рас- 
сматривали в 6 3. | 

Мы там пришли к заключению, что одна материальная точка 
массы т вызывает в окружающем пространстве потенциал, который 
для каждой точки определяется по формуле 1: ` 


ИЛИ 


_ т , (1) 
В 
д 
1 Мы пришли на стр. 184 к формуле: 
— В 1 
-- =; =У( -) 
^ Ф В Р 
Т. е 
У 
=>, 


отбрасывая постоянный множитель /т в выражении вектора поля. Если его 
Ввести, то потенциал умножится тоже на, 4%, и мы получим формулу текста. 


13 
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где В — расстояние рассматриваемой точки (в которой мы опреде- 
таем потенциал Г) от притагивающей точки. Множитель пропор- 
циональности д, конечно, зависит от выбора единиц длины, массы 
и силы. Мы примем его равным единице. 

Пусть мы имеем теперь две материальные точки М, и М. 
с массами т и т,. Каждая точка создает поле тяготения, их 


потенциалы суть: 


. 2 — ) 
В, В, | 


где В: и В, — расстояния рассматриваемых точек, например начала 
координат, от точек 1; и М.. Оба поля налагаютея друг на друга. 
Вектор результирующего поля равен сумме векторов поля, а так 
как градиент суммы равен сумме градиентов, то и потенциал У 
искомого поля будет равен сумме потенциалов обоих слагаемых 


полей: 
И т 
УТ=—*+—. 
В! Во 
Распространяя это на случай и раздельно лежащих точек Ма, 
М, .... М, © массами т, Ть,..., ПТ. И расстояниями от на- 
чала В., Во, .... В», Получим: 


> 


=. 


т, 
=“ —. 2 
, ОЕ (2) 


Теперь ‘нетрудно сделать переход к случаю масбы, непрерывно _ 


заполняющей пространство. . 
Пусть масса заполняет объем 9 так, ЧТО ПЛОТНОСТЬ массы 


в каждой точке есть данная функция координат точки о =0 (5, У, 2). 
Разобьем весь объем 9 на части Дт, 4%2,..., 4%; 


в = Ди, + 49, -...- 4%, _ 


Допустим что в каждом элементарном объеме 0%, плотность 


останется постоянной о(&,, 7,, 6,), где &5,, 7,, 6,, — координаты 
точки М, внутри этого объема Ду,. Тогда масса, заключающаяся 


в этом объеме, будет равна: 
т, = 0 (8;, 71, 59° 4%, 


Лопустим, что вся эта масса сосредоточена в точке М, ($, т, 6,). 
Тогда потенциал поля будет определяться ‘по предыдущей формуле (2): 
# 


У — © о белее 4%, й 


$=1 3 


гле В, =ОМ, есть расстояние начала от точки №,. Будем теперь: > 
переходить к пределу, предполагая, что число элементарных объемов . 
неограниченно растет, а каждый отдельный объем Д®, беспредельно 


\ 
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убывает. Очевидно, что таким образом мы придем в пределе к не- 
прерывному распределению масс в объеме о. 
Искомый потенциал будет: 


Со, 1, 6), Го | 
= т ||| О ду, 3 
то В, У В и 


Мы видим, что полученная формула в точности совпадает с фор. 
мулой (3) предыдущего параграфа, полученной как общее решение 
задачи; найти потенциал поля сзаданным распределением дивергенции. 

Это дает нам основание отождествлять функции, встречающиеся 
в обеих формулах и обозначенные одними буквами. Мы можем, 
следовательно, назвать величину о, входящую в дивергенцию поля 


, —> 
Чу Ф = -—4ло, 


плотностью массы в данной точке поля. Само собою разу- 
моется, что эти массы не падо себе представлять непременно мате- 
риальными. Можно мыслить’ массы электрического заряда или 
магнитные массы. Это особенно становится необходимым, если о 
отрицательно: массы электрического заряда могут иметь знак. 

$ 6. Случай, когла геометрическое место точек нарушения 
непрерывноети образует поверхнееть. Перейдем теперь к рас- 
смотрению отложенного (в $ 4) случая, когда наше поле имеет 
целую поверхность У, состоящую из точек нарушения непрерыв- 
ности потенциала У или его производной. 

Мы видели, что нормальная составляющая гектора поля, т. е. 
5та4 У, может изменяться скачком при переходе через поверх- 
ность >; также и сам потенциал имеет разное значение по обе 
стороны поверхности У. 

Пусть на поверхности У выбрана положительная сторона, и 


_ 
вектор положительной нормали ее пусть будет п. Если мы будем- 
приближаться к какой-нибудь точке поверхности ХУ с положительной 
или отрицательной стороны ее, то мы придем туда с различными 
предельными значениями потенциала И. 

Обозначим через У’. предельное значение У, если мы прибли- 
жаемся к поверхности У с положительной стороны ев, и через Г.— 
предельное значение, которое соответствует отрицательной стороне 
поверхности. Следовательно, проходя через поверхность > с отри- 
цательной стороны ее на положительную, т. е. в положительном 


_> * 
направлении вектора п, мы получим приращение потенциала, 
на величину 


№ \ 


Мы будем тассматривать и как заданную функцию от координат 


точки на всей поверхности №. . | 
Слагающая градиента по касательной к поверхности У может 
быть вычислена диференцированием У по этому направлению; что же 
| | 13* . 
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и „ 
касается нормальной слагающей т ‚ То для нее на поверхности У 
и 


| | 
мы опять будем иметь два предельных значения: = — на поло- 
7, 
. 1 


. Г . | 
жительной стороне > и (= — на отрицательной стороне ее. 
п 2 
При переходе с отрицательной на положительную сторону, т. е. 
, — 
в направлении вектора и, мы получим приращение нормальной 


слагающей р на величину 
п 


. а’ \ _ [@7’\ дж, | (2) 
п 1 п р | 


Мы ввели знак минус в правой части для удобства дальнейших 


формул. о. 
Надо смотреть на о тоже, как на заданную функцию коор- 
динат точки на всей поверхности >. 


| а 
Заметим, что на обеих сторонах поверхности > производная р 
п 


Х 


— 
5 3 мали 7. 
Обратимся теперь к нашему интегралу 


УИ В\ - 
Уч — 
в +7) 


> . 
который опять распадается на два сла- 


гаемых. 


Черт. 59. 


ар а 
В обоих интегралах производные ——. и взяты в направ- 
т 73 

лении положительной нормали к поверхности 5,. Поверхность 9з 
образована таким образом: в каждой точке Х мы взяли сферу 
малого радиуса уз; огибающая всех этих сфер и есть поверхность 6. 
Она облегает, как футляром, поверхность >. 

Всю поверхность 5. можно разбить на три части (черт. 59). 
Пормаль в поверхности У в` какой-либо ее точке М пересечет 


дважды поверхность 5.. Одна точка пересечения М, будет лежать 


— 
на положительном направлении нормали п, другая М, — на отрица-. 


тельном на расстоянии т; от точки М. 


и взята в направлении положительной нор- . 


В Е 


г 
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Геометрическое место точек М, мы назовем поверхностью Х,, 
геометрическое место точек М, — поверхностью 5,. Обе поверх. 
ности параллельны поверхности У, т. е. они имеют в точ- 


— 
ках М, и М, ту же нормаль п, что и поверхность $. При этом 
внешняя нормаль >, идет к поверхности ХУ, т. е. от точки М, 


> 
к точке 2[. Обозначая ее через п., имеем: 
—> — 


п — — Я. 


— 


—> 
Направление внешней нормали и, поверхности >, (от М, к М) 
- — 
совпадает с направлением п: 


— — 
: ПЖ = п. 

Поверхности >, и У, не исчерпывают всех точек поверхности 5.. 
Очевидно, две параллельные поверхности 21 и 3, не имеют общих 
точек; их будет разделять некоторая полоса поверхности 5. ши- 
риной в половину окружности радиуса т. , которая идет вдоль всего 
контура поверхности Х. Эту часть поверхности 5, мы назовем 5’. 
Таким` образом поверхность 5з распадается на три, части: 


| => +, +5’. 


из которых У и У. составляют крышку и дно, а 5’, — боковые 
стенки того футляра, внутри которого находится поверхность У. 

На черт. 59 все поверхности изображены схематически в се-’ 
чении, >, У и ^Х,— три параллельных кривых дуги. Что ка- 
сается 5’, то она изображена двумя отдельными дугами, замы- 
кающими >; и №.. 

Рассмотрим первый из наших интегралов Г; мы можем рас- 
пространить его отдельно на каждую из трех частей поверхности 5: 


ап, В ап, В ап. В Лу ат. В 
5, 1 >. 8» 


1. Прежде всего можно показать, что последний из этих инте- 
гралов 


в пределе при г’; =0 обратится в нуль. Доказательство вполне 
совпадает с тем, которое мы применили для интегралов по поверх- 
ностям №; или 5, (см! Ви 0, $4). Действительно: 


| а 1 АГ 1% . 
Г! Я 4 ( —] 5, 
_^ > Чтз . в). 5“ | Чтз в), " 


где (0), попрежнему означает наибольшее значение рассматри- 
ваемой функции би 5’, — площадь поверхности 5’. Первый 
множитель сохраняет в пределе конечную величину, а площадь 5'. 
стремится к нулю. Действительно, если Г,— длина контура поверх- 
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ности >, то 6’; будет порядка 2л.,Г, т. е. для 7. =0 обращается 
в нуль. - - | 
2. Обратимся к первым двум интегралам: 


а 1 г аГ 1 
— -_-а — —_ 4 
|| 4" В + || ап, В и 

> 1 5 2 | 


Ра 


® —> — 
Так как внешняя нормаль и, противоположна по направлению п, 
—> 


& п, совпадает, то 1: 


а [А \ а ГА 
ат, д" ). д", дп /›. 


В пределе для ’. =0 поверхности У, и Х, совпадут с поверх- 
ностью У. Производные по нормали совпадут с предельным значе- 
нием ее с положительной и отрицательной стороны поверхности У. 
Интегрировать надо будет уже по поверхности ». 

Итак, рассматриваемые два ингеграла в пределе обратятся: 


уд 
(Ен 


тогда в силу уравнения (2): 
Па || 4. | (3) 


Перейдем к рассмотрению второго интеграла, который тоже 
распадается на три интеграла: - 


К] 4 т 
ва т, В 
„ [3 у ата В? "с т 
21 Га. а 
— — 7 В др — Иа ТТ а 
. е: ат . п — “с п.’ 


2 3 


1. Мы опать докажем, что третий интеграл в пределе при т. =0 
обращается в нуль. Действительно: 


Г 
ПА |< = 7—5. 
"с, т. . п.’ т "3 т з/т 


1 Через (9), и (0), обозначаем предельные значения функции (9) по одну и 
по другую сторону поверхности $. 
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Площадь поверхности 5’; в пределе обращается в нуль, и весь 
интеграл исчезает. - 
2. В первых двух интегралах мы опять заменим диференциро- 
= > 
вание по внешним нормалям’ я, и п, диференцированием по нор- 


— 
мали п к поверхности У. Принимая во внимание положительные 
направления этих нормалей, мы получим в пределе для т. = 0: 


ага аа 
в в вв 
д т’ 4. 


В силу непрерывности функции > на поверхности ХУ предел 
р .ЧЬ 


слева и предел справа будут равны между собой. Подставляя это 
в наш интеграл и переходя в пределу для т. = 0, когда >; и У. 
совпадут © поверхностью Х и значение потенциала У в первом 
интеграле примет предельное значение (Т):, а во втором (Т)., мы 
получим: 


81 ат а" 


э)® 2 
Рм 


или в силу уравнения (1): 


(4) 


Добавим также эти два интеграла (3) и (4) в общую формулу 54 (?’). 
Мы получим: 
[2 1 


б В | 
—4л7, -4л || — до т 4л ———Ц® = -4 -“- а. (5 
от .. В ы РЁ п ”. .’ Е 


Определяя отсюда Г., будем иметь: 


® 
1 - 


| В 
. ры ||] вю + || Чао || а 10 © 
Г, р» х 


Таково будет решение нашей задачи в общем случае. Оно ‘опять 
дает значение потенциала Г, в начале координат; т. е. в произ- 
вольной точке при условии, что В есть расстояние от этой точки. 
Как видим, оно содержит кроме интеграла по всему пространству у, 
где дивергенция не равна нулю (за вычетом особых точек), еще рва 


м 


/ 
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интеграла по поверхности разрыва потенциала 7 или его произ- 
водной —. Посмотрим же, какой физический смысл будут иметь 
м 


эти добавочные члены. 
$ 7. Поверхноетный елой и двойной елой. 1. Обратимся к первому 


из добавочных членов: 
б 
|1” Ди. (1) 
хх В 


Нетрудно заметить, что он имеет такую же структуру, как 


основной член: . 
о 
— 4% . 2 
Пе о 


только распространен на поверхность, & не на объем. Можно пред- 
видеть, следовательно, что его интерпретация будет вытекать 
ИЗ физического смысла интеграла (2); 

Рассмотрим слой, заполненный материей с плотностью о. Пусть 
этот слой ограничен, с одной стороны, поверхностью >, © другой — 
параллельной ей поверхностью ХУ’, отстоящей от первой на рас- 
стоянии (по нормали) В. 

Мы можем тогда тройной интеграл (2) разбить на простое инте- 
грирование по нормали ® к поверхности У и двойное по поверх- 
ности №: ` 


И: ра [ло бак 


Рассмотрим внутренний интеграл. 


По теореме о среднем значении интеграла можно вынести 
множитель подинтегральной функции > за знак интеграла, с неко- 
торым средним значением п между 0 и №. Обозначим это среднее 
значение через (+) | 

0 


Г 1 й 
/ 
- 9 -(%) | са". 
о, В В 96 
Обозначим оставшийся интеграл через о: 
в 


| оби =. 
у 
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Очевидно о есть функция точки на поверхности У, ибо по пере- 
менному * интеграция выполнена. 


Подставляя обратно, мы получим потенциал нашего слоя в виде: 


и =. |[с- (+), 40. 


Будем теперь предполагать, что высота слоя $ Убывает, а масса 
его остается без изменения. | 


1 1 
Очевидно, р). пределе для № = 0 примет значение В 
0 


соответствующей точке поверхности у: 
Что будет происходить с величиной о? 
Заметим, что объем слоя равен: 


й 


Аеаь= | до | ен — | ово 


$ 2 0 


Следовательно, надо считать, что о при этом переходе к пре- 
делу при й = 0 не меняется. 

В пределе мы получаем, так сказать, материальную поверх- 
ность — поверхностный слой. Его потенциал: . - 


г= || 2 40 
в БР 


—9то как раз то выражение, которое мы имеем в формуле (1}. 
Какой же смысл здесь имеет о’ 
Мы видели, что масса слоя равна 


№ э 
| со. 


‚Следовательно, отношение этой массы к площади поверхности 
в пределе дает с: 


‚Итак, с — поверхностная плотность. Это — количество 
массы, приходящейся на единицу площади поверхности. , 

‘Заметим, что поверхности, покрытые, таким образом, массой, 
не представляют ничего физически невозможного. Как известно, 
электрические массы (электрический заряд) сосредоточиваются 
именно на поверхности проводника. 


О. Е 


‚ хде 
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— 


о м Ат *, * 


2. Труднее будет подойти к геометрическому смыслу последнего 
члена в формуле (5) предыдущего параграфа: 
4 — | 
17) 40. (3). 
- . дп 


/ 


Мы будем исходить и на этот раз из понятия ньютонианского 


тяготения. | 
Заметим прежде всего, что две массы, равные по абсолютной 


зеличине и противоположные по знаку, образуют поле, потенциал 
которого в бесконечности стремится к нулю порядка выше первого, 
а производная потенциала по радиусу-вектору стремится в нулю 
даже выше второго порядка. о 
Рассмотрим же две материальные точки М, и М, с равными и 


противоположными массами: 


Потенциал образуемого ими совместно поля равен: 


т т ( 1 
= [|], 


и О — точка, в которой мы определяем потенциал. 
Разность 


. 1 
есть приращение функции >} когда мы переходим из точки М, ; 


ь 


в точку М.. Это приращение можно представить © помощью гра- 
диента, Ур умножая его на вектор расстояния между двумя точ- 


— 
ками М.Мт: 


дат 


1 > < 
здесь, очевидно, \/ В вычислено для некоторой средней точки 


между М, и М... п 


Итак, искомый потенциал равен: 


1 > 
т. Уъ ы М.М:. 


_ ие 
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Произведение массы каждой точки на их расстояние (как вектор} 


— —_— 
её —=т. М.М, 


называется моментом пары точек. Момент пары есть вектор, и 
он направлен от точки с отрицательной массой к точке с поло- 
жительной массой. 
Мы можем теперь предположить, что две наши точки М, и М, 
сближаются и в пределе совпадают, и в то же время масса т каж- 
— 


дой из них растет так, что произведение ж ‚ М, М» остается постоян- ' 
ным, Тогда в пределе масса станет бесконечно большой, расстояние 


—> 
обратится в нуль, но момент двойного источника, е останется вполне 
определенной конечной величиной, и потенциал точки двойного 


Са 


источника будет: 
1 —> 
е. 


‚М в” 


Заметим, что оператор \7 применяется здесь 
что перемещается источник М, а не точка 0. 

Пусть теперь вся поверхность У покрыта` такими двойными 
источниками. Лучше представить себе, что параллельно поверх- 
ности 2 по обе стороны ее проводятся поверхности >, и Х.. По- 
верхность >, покрыта положительной массой с поверхностной 
плотностью с, поверхность У, покрыта отрицательной массой, причем 
поверхностная плотность ее в соответствующей точке, т. е. в точке, 
лежалцей на той же самой нормали к поверхности У, та же самая, 
что иу 2, но, конечно, отрицательная — о. 

Масса поверхности ;, соответствующая элементу 4% поверх- 
ности =, равна: | 


в предположении, 


[67 [22 


где конечная функция о вычислена для одной из средних точек 
этой элементарной области. Соответствующая масса на повех- 
ности >.: | 

. — оДо. 


Предположим, что они сосредоточены в двух точках М, и М? 
— 
поверхностей У, и У,, лежащих” па нормали’ М.М, поверхности >, 


мы напишем потенциал, образуемый в точке О этой парой элемен- 
Тарных точек, в виде: 


ода. \ 1 
Е 


. 
[7 


 — 
М.М, 
Сумма потенциалов по всем элементарным площадям повех- 
ностей У, и У, равна: | 


1 —— 
$ о;Да; . р‘ (М.М!)„, 


ы 1 й ъ 
& в пределе, когда элементарные площади 4 обращаются в нуль, 
& число их неограниченно растет, мы получим, по общим правилам, 


` 
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заре 


потенциал двух наших поверхностей У, и ХУ. в виде двойного 


интеграла: 
——> 


‚1 
| [29 и: ы М.М, ао. 


эй 


Представим себе теперь, что точки М, и М, и все точки 
поверхностей У, и Х, сближаются и совпадают с точкой М поверх- 
ности ХУ, но так, что одновременно произведение 


с. М.М, = и 


сохраняет конечную величину. Мы получим тогда двойной слой, 
состоящий из двойных источников, о которых мы говорили вначале. 


_ 
Вектор и направлен по нормали к поверхности У — от отрица- 
тельных к положительным массам, покрывающим, мы скажем, 
поверхность > с ее двух сторон. | 
Если мы обозначим единичный вектор нормали поверхности >, 
идущей в направлении от точки М, в точке М, — положительной 


— 
нормали поверхности >, через и, то, очевидно: 
— —> 
| — и . 7, 
где и уже скаляр. 


и есть поверхностная ‘плотность моментов двойного слоя. 
Потенциал такого двойного слоя с плотностью моментов д равен: 


а" 


1 -- 
— . п4@ = 
р» 2 


Сравнивая это выражение с формулой (3), мы видим, что коли- 


честву м [см. формулу (1) $3 4: 


1 
и=- (7. -—7Т.) 
47 


—^ 


в формуле (3) можно приписать новый смысл, — эта функция дает р 


распределение моментов двойного слоя. 
Итак, двойной слой в виде поверхности >, покрытой с двух 


сторон положительными и отрицательными массами с плотностью . 


моментов и, вызывает разность потенциала по обе стороны поверх- 


личиной 4ли. 

При этом потенциал возрастает при переходе от отрицательной 
стороны. (покрытой отрицательными массами) поверхности к поло- 
жительной. 


Формуле (4) можно придать более простой вид, если воспользо-: 


` . 
д '® 
„.: 


ваться понятием телесного угла. 


ы 40. | (4) 


Ра 


ности ХУ (скачок потенциала при переходе через поверхность) ве-. 


..- т 


И 
1 


Боди Чет осад ибо би бо о ООО иво 
о И о 
[ ы ка 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 205 


Пусть мы имеем конус. Нетрудно заметить, что большее или 
меньшее раскрытие его представляет известную аналогию большему 
или меньшему углу, образованному двумя прямыми. Эта аналогия 
еще дальше может быть проведена, если мы заговорим об изме- 
рении этой величины. . 

Проведем сферу радиуса единица с центром в вершине конуса. 
Нал конус вырежет из сферы некоторую часть. Площадь сферы, 
заключенная внутри конуса, измеряет телесный угол конуса 
совершенно так же, как дуга окружности радиуса единица измеряет 
центральный угол двух радиусов. 

Рассмотрим теперь нашу поверхность У и на ней элементарную 
площадь До. Соединяя точки контура этой площади с началом 0, 
мы получим конус; он определяет телесный угол, под которым из О 
видна элементарная площадь Ло. Чтобы вычислить этот угол, нам 
надо вычислить площадь 49 сферы радиуса единица с центром-в 0, 
заключенную внутри этого конуса. 

Заменим кривые поверхности До‘и ДО касательными плоско- 
стями. Переход от 40 в 49 может быть совершен таким образом: 
мы проектируем 4% на плоскость, нормальную к радиусам-векто- 


_ 
рам РА (т. е. на направление касательной плоскости сферы), и затем 
уменьшаем пропорционально квадратам расстояния обеих площа- 
дей 40 и 48 от точки 0. | 

Пренебрегая бесконечно-малыми высших порядков, мы получим 
такую зависимость между диференциалами площадей поверхности и 
единичной сферы для одного и того же телесного угла: 


^ 
40 с0$ (В) 


у 48 — р? ^ (5) 
1:0) у 
_ ^ 
Ап = с03 (Юю). 
Следовательно: - 
== р (1) 
д° — Вт _ _ АВ/ а, (6) 


83 дп 


Заметим, что формула (5) и следующая дают величину 4© со 
знаком. Нетрудно заметить, что положительный знак будет в том | 


— 

случае, если направление положительной нормали ® к поверх- 
, — — —> 

ности > (вектора п) и направление радиуса-вектора В =ОМ обра- 


зуют острый угол, т. е. если начало. О лежит по отрицательную 
сторону поверхности $. 


— 
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Вносим выражение (6) в формулу (1), мы получим: 
+ | | ш'а9. | (7) 
у. | 


Принимая во внимание знак формулы (6), скажем, что положитель- 
ный знак интеграла (7) соответствует тому случаю, когда точка О 
лежит с положительной стороны поверхности ХУ (из точки О видна, 
положительная сторона поверхности). 

- 88. Заключение. Итак, наше изыскание об определении потен- 
циального поля по данной дивергенции привело нас к таким 
результатам. 

Если дано: 

1) распределение источников, т. е. дано значение дивергенции: 


@уФ = 4ло, 


в каждой точке пространства; 
2) поверхность Х, где нормальная слагающая поля испытывает 
разрыв, и величина этого скачкат: 


(т. (;„. 
— | | ——_ | =576; 
ат 5. \ат /1 


3) поверхноеть У”, где потенциал У поля испытывает разрыв, и 
величина этого скачка: 


Г, —Г, = 4ли, 


то величина потенцаала в любой точке пространства О опреде- 
ляется формулой: 


а 1 


у = | | |-ба ^а В до 
ОИ ОВ ивы 
$ РУ р 


последний член можно писать также: 


| #22. 


у, 
Здесь В — расстояние подвижной точки М от точки 0, 40 — 
элемент площади поверхности, 4 — элемент телесного угла, под 
которым эта площадь видна из 0. 
: Физическая интерпретация этой формулы может быть дана так: 
`Формула (1) определяет потенциал Г поля, образованного: 
1) массами, распространенными в пространстве Г с плотностью 
(объемной) 0; .- | 


1 Формулу текста можно записать еще в виде: 
ду 07 
д — ат. 


=— 4ло, 


— — 
если 7; и п. — нормали, идущие к поверхности с одной и другой етороны ее. 


# 
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2) массами по поверхности Х с поверхностной плотностью с; 

3) двойным слоем >” с поверхностной плотностью моментов 1. 

Вычисление потенциала по формуле (1) вообще бывает затруд- 
нительно по техническим причинам:— трудность интеграции; в про- 
стейших случаях может быть получено гораздо проще из других 
соображений. | | | 

Примеры: 1. Найти потенциал шара, равномерно заполненного 
массой. | 

а) Потенциал внешней точки. Из соображения симметрии 
следует, что направление вектора поля всегда будет по радиусу в 
что потенциальными поверхностями будут концентрические сферы, 
в каждой точке которой напряжение поля будет одно и то же. 

С другой стороны, мы видели, что поток векторов через любую 
сферу, заключающую в ‘себе один источник с массой т (материальная 
точка с массой т), равен —4лт, и каждый новый источник внутри 
сферы дает новый поток, который складывается с предыдущим. Таким 
образом поток векторов через сферу 5, концентрическую со сферой, 
которая служит границей данного шара, равен — 4 М, где М есть 
полная масеа шара. 

Этот поток равен: 


|| 2аа=— || Фао, 
18 8 


—> . ” 
ибо вектор поля Ф совпадает с нормалью к поверхности шара и 
имеет противоположное направление; но Ф постоянно на поверх- 
ности нашей сферы 5; вынося его за знак интеграла, получим 
уравнение: . о 


—м-=—Ф || 46, 
м 


или, так как поверхность сферы 5 есть 4лЕ?, где В — ее радиус, то 
4пМ = Ф4лЕ? 


И 
, М 


. в 


` 


откуда непосредственно следует (имея в виду расположение по- 
тенциальных поверхностей): 


у—М. 
Е 


Итак, потенциал однородного шара во внешней 
точке равен потенциалу материальной точки ‘той же 
массы, расположенной в центре шара. 

Ъ) Потенциал внутренней точки. Пусть наша точка М 
лежит на расстоянии А от центра шара, и радиус шара пусть 
будет >В. 
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В таком случае шар радиуса В, по отношению к которому 
точку Л можно рассматривать как внешнюю (в пределе точка ` 
| лежит на поверхности шара, но поле непрерывно, и, приближая 
точку М извне к поверхности шара, мы получим на поверхности 


тот же потенциал, что и вне шара),—шар радиуса В имеет в точке М ‘° 
потенциал 


', | В 3 у 2 
где М, — масса этого шара и о — плотность (постоянная). 
Остается выяснить влияние той массы, которая находится в сфе- 
рическом слое между двумя потенциальными сферами радиуса В и’. 
Заметим, что и этот слой из соображений симметрии должен 
иметь симметричное поле, но поток этого поля через любую сферу, 
расположенную всецело внутри сферического слоя, т. е. внутри 
сферы меньшего. радиуса В, равен нулю, ибо внутри этой сферы 
масс нет. 
Отеюда непосредственно следует, что внутри сферы радиуса В 
потенциал нашего слоя всегда равен нулю. 
Итак, потенциал шара. для внутренней точки равен: 
4. 
УТ = ло, 
| ь. 
где А — расстояние точки от центра шара. . 
2. Найти потенциал двойного слоя в виде сферы с постоянной 
плотностью моментов т. 


а) Потенциал внешней точки равен нулю, ибо: 


7 = | [49 = г | |952 —= т; | | 
РИ 


&/ * 


А то 


здесь т, как постоянная величина, вынесена за знак интеграла; 
| 52 есть телесный угол, под которым видна поверхность > (наша. 
сфера) из внешней точки М, но шар из внешней точки пересечет 
<феру как замкнутую поверхность в двух точках. Один раз с внешней 
| стороны поверхности сферы, а другой раз с внутренней стороны 
| ее. Угол @ один раз будет положительный, а другой раз тот же 
самый, но отрицательный. Сумма их равна нулю. 
5) Потенциал внутренней точки равен: 


ТУ = — 4лт. 


Действительно, по Той же формуле телесный угол © равен 
полной поверхности сферы 4л. Его надо считать, отрицательным, 
ибо сфера из внутренней точки видна со своей отрицательной 
стороны. . . 
Очевидно, эти соображения применимы к любой замкнутой по- 
верхности, равномерно покрытой двойным слоем. 
8 9. Определение соленоидального поля по заданному раепреде- 
лению вихрей. Мы уже видели, что эта задача приводится тоже .. 
к уравнению Пуассена — собственно к трем уравнениям Пуассона й 
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для трех компонентов векторного потенциала. Следовательно, по- 
лученное нами решение уравнения Пуассона для потенциального 
поля можно почти непосредственно применить и к соленоидаль- 
ному полю. 

Мы этим и займемся в этом параграфе, но прежде покажем, что 
и В этом случае решение будет однозначно. - 


ТЕОРЕМА. Существует только одно поле, удовлетзоряющее 
уравнению: 


Ра 


у Ф = 0, сиг! Ф — 4лт, (1) 


всюду непрерызное и в бесконечности обращегю щееся в нуль. 
Действительно, если бы было два поля Ф иФь, удовлетворяющие 
поставленным требованиям, то их разность 


— — — 


© 


имела бы и дивергенцию и кёрль, равные нулю, т.е. эта разность 


‘ —> => 
определяла бы ‘поле потенциальное (сиг! Ф =0) с дивергенцией, - 
равной нулю. Такое поле, если оно всюду непрерывно и в беско- 
нечности нуль, тождественно всюду равно нулю, т. е.: 


—> - — 


Ф, — Ф.. 


. — 
Заметим, что заданный вектор т, как вихрь поля, должен удо- 
влетворять условию: -? ` 


Чу = 0. 


Церейдем к определению поля по заданным уравнениям (1). Мы 
видели ($ 1), что соленоидальное поле определяется векторным 
потенциалом | 


Ф — сит О, 


`` и _ 
причем вектор О обладает известным произволом; в частности: мы 
можем предположить: 


. —> 
Чу ПО =0, 
и тогда наше уравнение (1) примет вид: 


[7$] = [У = 4 Лт, 
ИЛИ 


У(У 0) —У0=4лЕ,. 

или так как- . 

то 
У = о (2). 


Векторный анализ | 14 
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— 


ИЦ = 0. - 10 -- ЕО,, | 
т= т, - 725 + Ёть, | 
то уравнение (2) распадается на три уравнения: 
У?0, = —4лт, УП, = —4лт», У*О. = — 47; 


— действительно уравнения Пуассона. _- 
Их решения (при условии непрерывности ПГ) суть: 


т | Ст 
о ое 


— 
где 9 означает всюду область, где вектор т не равен нулю. Сле- 
довательно: 


| п |1: 4%. | (3) 


Чтобы поле 
Ф = саг] 0 


удовлетворяло уравнению (1), надо только, чтобы выполнялось наше 
предположение: 


—> 
ео 


(У 0 =0. 


` . —> 
Докажем это: вычислим @у 0: 


ам 0 = У. =\/, |». 


Здесь оператор \/, содержит диференцирование по координатам 


—> 


—> 
той точки О, в которой вычисляется вектор 0. В правой части т 
этих координат не содержит, —он содержит только’ координаты 
точки М, в которой рассматривается заданный вихрь поля; по этим 


‘координатам совершается тройная интеграция. Зато В есть рас- 


— 


стояние между двумя точками — точкой О приложения вектора 0 и 
" — 
точкой М приложения вектора т: 
Е =оМ, 


координаты точки О сохранятся как параметры и после интегра. 
ции, и по ним и надо будет диференцировать, применяя оператор \.- 


х 


. ., ; эл 
#“ ... ` . <. .` 
РР О — 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ^ 911 


‚; Следовательно, диференцируя под знаком интеграла, получим: 


а-[Р9) 


® 
Заметим, что если координаты точек Ми О суть М (ху2 
ИО (5%, Уз, 20), то 
В = (в — 2)? (у— У) + (2 — 2%. 
Следовательно, обозначая через \/, оператор, примененный ди- 
ференцированием по координатам точки О, и через \/ тот же опе- 
ратор, применяемый к координатам точки М, мы получим: 


Ув — — УР, 
и, значит, ` 


. 1 
Фу О = — -.- } 4%. 
У М :У(») 9 


® 


Далее, по правилам диференцирования произведения: 

У [т— |= (Ут) т [\У—\. (8, 
| В В В 
Здесь мы применяем оператор \/У к координатам точки М, от ко- 
—> 
торых зависит и вектор т и скаляр В. 

— — _ 

Но вектор т определяет поле вихрей искомого поля Ф: 


4лт — саг] Ф. 


Следовательно, дивергенция его равна нулю: - 


. Фу т= у т= 0. 


Наша формула (а) принимает вид: 
— 1 > 1\_ 
—_- — т — |, 
У (=) У») 


о РГ 
(У. 0 = — — \а%. 
Ут (» " 


Преобразуем этот интеграл по теореме Гаусса: 


М уфа% = |245 
$ "8 


— |-> 
Чу 0 = — т —. 40. 
ту |] Г (Бу 


14* 


и, следовательно, 


Получим: 
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Эдесь 5 есть поверхность, ограничивающая объем 9. Этот объем, 
, —> 
по условию, включает все точки, где вихрь поля т не равен нулю, 


> - 
следовательно, на поверхности 5 вектор т тождественно равен нулю. 


Двойной интеграл в формуле (Ъ) есть нуль, и мы доказали требуемое: 


аи 0=0. 


‚® Тем самым доказано, что формула (3) определяет векторный 
потенциал поля, удовлетворяющий уравнениям (1). | 

3 10. Вихри, расположенные на поверхноети. Мы применили 
для определения векторного потенциала соленоидального поля 
укороченную формулу решения уравнения Пуассона — формулу, 
предполагающую непрерывность потенциала и непрерывность поля 
(т. е. производных от потенциала). Допустим теперь, что искомое 
поле допускает нарушение непрерывности. Мы видели, что точки 
нарушения непрерывности оказывают влияние на вид решения 
уравнения Пуассона только в том случае, если они заполняют 
кусок поверхности. Мы рассмотрели тогда две возможности: 1) при 
переходе через поверхность производная потенциала 7 (решение 
рассматриваемого уравнения Пуассона) в направлении нормали 
к поверхности изменяется скачком — получает конечное приращение, 
и 2) при переходе через поверхность сам потенциал получает ко- 
нечное приращение, — точнее, в обоих случаях предельное значение 
на положительной стороне поверхности ХУ не равно предельному 
значению на отрицательной стороне ее. 

Только первый вид нарушения непрерывности имеет значение 
для соленоидального поля, — только его мы и рассмотрим в этом 
параграфе. 

Итак, решение уравнения Пуассона мы напишем в форме: 


| [ево = | [ав (а) 


х 
где `.. 
— — 
\? 0 = —4лт 
— заданный вихрь поля, 


4лд, = ап, + а0, — (и —_ (.„) (Ь) 
5 1 


дп Ап. ап (и 


и’ 
аи 
И ТЯ 


— заданная разность значений производной по нормали в поверх-. 


ности разрыва > по ту и по другую сторону’ ее. 


Составляя вектор И по трем компонентам (а), получим век- 
торный потенциал нашего поля: 


О [о [4% (1 


НЫ 


ме ЗФ 


^^ \ 
- - | / 
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Какой`же физический смысл имеет второй член этой` формулы? 

Формула (1), как всякая инвариантная формула векторного 
анализа, не зависит от выбора системы координат. Поэтому, стремясь 
выяснить физический смысл ее, мы можем выбрать ту систему 
координат, которая нам будет более удобна. _ 

Поместим начало координат в рассматриваемой точке поверх- 
ности >, примем касательную плоскость поверхности У за пло- 
СКОСТЬ 2у,.и, следовательно, нормаль к поверхности за ось г. Пусть 
при этом положительное направление оси 2 совпадает е положи: 


„ — . 
тельным направлением нормали к поверхности п по направле- 
2“ 


нию п, (черт. 59 на стр. 196). 
Таким образом из формулы (Ъ) следует, например: 


у ' — ,. 
4л в: — [№ -(-°,.) | 0 © 
92 | 02 / . | 
Эдесь индексы 1 и 9 показывают, что производная взята, с по- 
ложительной (1) или отрицательной. (2) стороны поверхности У 
(предельное значение сверху и предельное значение снизу). 
Заметим, что в силу непрерывности компонентов И, при пере-. 
ходе через поверхность производные от 0, в направлении каса- 
тельном к поверхности, т. е. в направлении осей х и у на той и 
другой стороне поверхности >, равны между с0бой; например: 


90, \ _ 90. 
9% р дт 1. — 


Таким образом уравнение (Ъ) можно переписать так: 


4л 9. = 901 _ 40; — 9091 _ 90 | а) 
" ( 92 д /» \ 92 д% /’” 


В 


и аналогично: , | . | 
а (90 [я 
-ду ..0е 1 ду 98. ]. 
Наконец: | _. 


д (9 (6 
| 92 /о 92 /1. .. 


Действительно, 91у`0 (по условию) равен нулю и на той и на 
другой стороне поверхности. Следовательно: 


90, \ Г, 0, \ - 
г = (=) (9); 
ШЕЕ Ел 

.)=-(==) ( 9у /1. 


а так как производные по х и у (в направлении касательной к 11о- 
8 имеет одно значение на обеих 


г ` 


верхности) непрерывны, то и 


сторонах поверхности. 
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— —> 
По условию, вектор поля Ф есть вихрь от 0: 


Фф —= саг] 0. 
Следовательно: 
90 ОСТ 9, 90. 90. 901 
мм, ам и м 
. 04 сё д2 ’ 0% дх ` ду 


и уравнение (4) принимает вид: 
4л 6, = (Ф,), — (Ф»),, 


4л д» = (Ф;), — (Фу, _ (@) 
т.е. д, и 9, определяют приращение (скачок) компонентов поля Ф 
в касательной плоскости поверхности > при переходе через эту 
поверхность. Нетрудно заметить, что компонент по Мормали Ф, 
изменяется при этом непрерывно. Дей- 
ствительно, Ф. составлен из производ- 
ной по хи 10 у, которые имеют одно 
и то же значение на обеих сторопах 
поверхности >. 
Мы видим, что этот случай в из- 
‚ вестном смысле представляет дополне- 
ние к тому, который мы рассматрива- 


поля. Тогда испытывал разрыв непре- 
рывности при переходе через поверх- 
ность компонент поля по нормали к 
поверхности, а компоненты в касатель- 
Черт. 60. ных направлениях менялись непрерыв- 


но. Теперь нормальная слагающая оста- 


ется непрерывной, & касательные получают приращение при пе- 
реходе через поверхность. 


Если принять геометрическую интерпретацию поля как поля - ] 


ли при определении потенциального- 


и.“ 


чл .ь ы ` < 
16: +4 “ “ А 
; `. 


“У 


скоростей течения жидкости, то нарушение непрерывности, которое ° 


мы рассматривали, получает простое истолкование. Поверхность > 
есть поверхность раздела двух жидкостей, которые двигаются вдоль 
этой поверхности с различными скоростями. 


В этом случае поверхность У можно рассматривать как место 


поверхностных вихрей подобно поверхности с поверхностной плот- =. 


ностью, которую мы вводили ДЛЯ потенциального ПОЛЯ. 


Возьмем, например, прямоугольный контур АВСГ (черт. 60) 0: .} 
сторонами, параллельными осям координат, который лежал ‘бы. 1 
в плоскости у2, следовательно, перпендикулярно к касательной. | 


плоскости, и имел бы свой центр в начале координат. 
Работа поля по этому контуру равна: 


^ 


ф Фам= | $6,4 -- \ Ф.4; | Фа о [15 
вс ср 


«/ 


. 


АВСБ АВ ` 


ра 
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Применяем теорему о среднем значбнии” к каждому из этих 
интегралов. Если обозначить вообще через (Ф.)сь значение Ф, 
в какой-то точке СЛ и положить: 


АВ=рС=4у, ВС = АШ = да, 
то наша формула примет вид: 


фФам = [(Ф;улв — (Фу Лу + ((ФЭвс — (Ф.) р4] 4. 


По теореме Стокса, эта, работа, равна двойному интегралу от сиг] Ф 
по площади нашего прямоугольника АВС; притом положительная 
сторона площади будет правая. По формуле (1) предыдущего па- 
раграфа: 


| сиг] Фао —4л | т4@=4л |. —=4л (ть Дуде. (в) 
АВСР АВОР 
Здесь через (т,), обозначено значение т, в какой-то точке 
прямоугольника АВСЛ. 
Сравнивая формулы (1) и (5) и деля последнюю на Лу, получим: 


4л (9 Дё = (Фо) Ав — (Фьусь + | (Фо — сФодок | С, . > 


Предположим теперь, что нали прямоугольник сжимается в точку 
| Да 
так, что и Луи 42 стремятся к нулю, а отношение в, остается 


У 
конечным. Тогда в правой части последний член обратится в нуль, 


ибо: 
Нт (Фз)вс = Пти (Фз)рл == (Ф.) 
где через (Ф,), обозначено значение Ф, в начале. Мы видели, что 
Ф; — непрерывно, поэтому предел слева будет равен пределу справа. 
Разпость же: 
(ФУ) лв — (Фь)сь 


не обратится в нуль. Уменьшаемое дает предел Ф, в точке О снизу, 
т, е. (Ф,)„, а вычитаемое — предел сверху (Ф,),, т. е. по формуле (1): 


(Ф,), —(Ф,), =4 лд.. 
Следовательно: 


д. = Пт { (о Да | = Ши |1, Др, 
Дё=0 42 =0 


так же получим, что 


д. = Иа |т, ау. 
Ду=о0 


—> © 
Если т есть, так сказать, „объемная плотность“ вихрей, то 


ВЕРЯ, 
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„= 


ха. 


{ 


даст плотность вихрей на поверхности ХУ. Мы, следовательно, 
должны допустить, что наша поверхность раздела У несет поверх- 
ностные вихри. 

Подобно этому, если бы мы ввели еще поверхность №”, где век- 
торный потенциал испытывает скачок, то физический смысл ее мы 
получили бы в виде двойного слоя из поверхностных вихрей, ко- 
торый можно было бы рассматривать как предельное положение 
двух параллельных поверхностей >, и >, с равными и обратно 


> 


направленными поверхностными вихрями д, когда расстояние 


между поверхностями стремится кв нулю, а плотность вихрей ги 
растет в бесконечность так, что их произведение остается постоянным. 
$ 1. Определение общего векторного поля по заданному рае- 
‚ пределению расхода и вихря поля. Мы можем теперь дополнить то 
разложение поля на потенциальное и солёеноидальное, которое мы -. 
начали в, $ 1. 


— 


Допустим, что наше поле Ф всюду конечно, даже и в точках 
нарушения непрерывности. Тем самым мы исключаем возможность 


двойного слоя, ибо в соседних в нему точках $ растет в бесконеч- 
ность. Пусть в бесконечности поле равно нулю. 
Нам дано распределение дивергенции и вихря поля: - : 
Фу Ф=4ло, си! Ф=4пт, | =. 


Кроме того, нам даны поверхность Х,, где нормальная слагающая 
вектора испытывает нарушение непрерывности, увеличиваясь при ^ 
переходе через поверхность на величину 4ло, и поверхность Х,, / 
где тангенциальные слагающие испытывают нарушение непрерыв- ° 
ности, так что предельные значения вектора сверху и снизу по- 


верхности ($), И ), удовлетворяют уравнению *: 1: 
_ их | @, ©), | =4л д 
Мы разлагаем поле Ф на потенциальное Ри ‚соленоидаль- 
ное @: | 
$Ф=Е+ 0. | .. 
Тогда: . | 
си Е = 0, ах Е = 4 по, — (Е) = (Е)п» = 4ло, 


—>> —> — > — — > 
Фу а=0, саша =4лт, пх | @,— @! = 4л 6, 


ых > о ол м сан 


о, м к 


1  РАЗЛожим вектор ($), — (Ф), на два компонента по нормали к поверх- ` 
нести и по направлению касательной плоскости, При умножении (векторном) 


на вектор нормали. т первый компонент пропадет, а второй повернется на 
прямой угол в касательной плоскости и ‘даст по. величине и направлению 


вектор 4лд. См. формулр (е) предыдущего параграфа. = 


= 
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д 9 
и оба поля: вполне определены: 


. {#1 
сте 
о. >, 


# 


9=0, б— [та _^ а. 
ГУ] № Е о [1 и 
р 


Е 


[| 


* 


о | 
Таким образом поле. Ф вполне определено. Мы видим, кроме 

ы —> —> 
того, что оба слагающих Р и`С также вполне определены. Следова- 


‚ 


тельно, всякое поле разлагается единственным образом на потенци- 
альное и соленоидальное поле. Заметим, что эта теорема верна только 


для поля, не имеющего границ (заданного во`всем пространстве). В 


конечной области это разложение можег быть выполнено различными 
способами. Например, в области, где и дивергенция и вихрь равны 
нулю, поле можно по произволу считать или потенциальным 
(вызванным массами, расположенными за пределом области), или 
соленоидальным (происходящим от вихрей вне области). 

$ 12. Эквивалентноеть вихревой нити и двойного елоя. Мы за- 
кончим эту главу двумя замечаниями. Во всем этом анализе поля 
мы совершенно не касались вопроса энергии, между тем -во. всех 
физических" вопросах подечет энергии занимает одно из первых 
мест. К этому вопросу мы обратимся в следующем параграфе, 
& сейчас мы хотим отметить своеобразную аналогию между. тем 
полем, которое образовано вихревой нитью, и полем двойного слоя. 

ы уже видели, что при наличии хотя бы одной вихревой нити 

работа поля по замкнутому контуру не равна нулю, по крайней 
мере, не по всякому замкнутому контуру равна нулю, —если контур 
охватывает нить (зацепляет вихревое кольцо), то рассматриваемая 
работа равна потоку вихрей через поверхность, ограниченную. кон- 
туром, т. е. моменту вихревой нити. Таким образом этому полю 
можно приписать многозначный потенциал, — при каждом обходе 
терез вихревое кольцо потенциал повышается на одно и то же число. 
Если искусственно уничтожить такие обходы, затянув, например, 
вихревое кольцо какой-нибудь поверхностью раздела ХУ, имеющей 
контуром это кольцо, То в оставшемся пространстве поле будет 
иметь потенциал. р 

С другой стороны, потенциальное поле с двойным слоем на по- 
верхности 2 имеет эту повёрхность поверхностью, точек нару- 
шения непрерывности для потенциала. При переходе через эту 
поверхность потенциал получает конечное приращение. 

Мы видим здесь большую аналогию, и мы хотим теперь дока- 
зать полное тождество этих двух полей. 

Начнем с соленоидального поля при одном вихревом кольце. 
В этом случае вектор поля’ определяется по векторному потен- 


циалу (см. $ 9). 


о м мм 
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Ф = саг 0, Але = сит Ф, 


0 -|| 7 ао. 
В 


то: 


и“ 


в В О: 
Е 
У РИ 


Тройной интеграл распространяется на весь объем кольца. Раз- 
биваем тройной интеграл на двойной интеграл по площади © се- 


чения кольца и по линии Г вдоль кольца: 


| | = Не 40, 
- ‚) Ве. 
. Г: 9 


> 


где В, — среднее значение В на площади (). 


Будем предполагать, что площадь @ поперечного сечения нашего, 


кольца сводится в точку, но так, что | . 


| [тао 1 
9 


остается конечным, Тогда мы получим в пределе вихревую нить 


© моментом 
4л.4. 


Эта величина — поток через поперечное сечение @) кольца — постоянна ›- 
для всего кольца. Следовательно, векторный потенциал поля будет: #7 


я ам 
= 9 =2ф 
Г Г 


— — 
ибо вектор Я и вектор АМ имеют одно направление. 
Вектор поля равен кёрлю от этого потенциала: ^ 


аи |-2$ [Уз а |. 
Г Г 


но 


Е 
в  №°’ 
следовательно: 
| _ [Вам] - 
- Ф=—^ ф рз 


(Г) е 


(2) 


_ > ———-— 
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ЫОЪд В 


> 


— | „ 
Заметим, что здесь вектор Ф получается сложением элемен- 
тарных частей: `` 


>. М.Е] 
а 


— — — 
По правилу векторного произведения векторы 4М, В иаФ распо- 
лагаются, как большой, указательный и. средний пальцы левой 
руки. Это совпадает с правилом Ампера. | 
Рассмотрим, с другой стороны, двойной слой постоянной 
плотности моментов и на поверхности У, ограниченной конту- 


‚ром Г. Потенциал такого поля равен (см. $7): 


где © — телесный угол, под которым из данной точки видна 
поверхность У. Знак (--)’или (—) соответствует положительной 
или отрицательной стороне поверхности, видимой из данной точки. 
Чтобы не иметь с ним дела, припишем знак углу ©. 


Формула (3) показывает, что потенциал зависит только от кон-, 
тура Г, поверхности У. 


Так как и, по предположению, —постоянная величина, то вектор 
поля равен: 


> 
— —\/ т — — и о8 . 
Здесь \/, означает `диференцирование в предположении, что 


. —> кц 
меняется точка О приложения вектора Ф. Если 37 означает дифе- 
ренцирование по координатам поверхности >, то, очевидно: 


—>. 
Ф = и\/®. 
Непосредственно ясно, что изменение телесного угла @ произойдет 
| — 
только при перемещении контура Г, но смешение на вектор д5 
— 
элемента контура 4М дает элементарную площадь: 
— — 
[9:5 аМ]. 
Проекцию этой ‘площади на поверхность сферы радиуса единица 


получим, умножая скалярно на единичный вектор нормали этой 
—> 


сферы > и сокращая размеры площади в отношении 1: В?: 
Е[0зам| _054мЕ| . 
В № `` 


Пользуясь свойством скалярного произведения трех множителей, 
мы переставили множители в круговом порядке. 


эетьь. 


{ 
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Интегрируя по всей линии Г, получим полное приращение 
телесного угла от смещения ХУ на вбктор д 8; 


— ЯМ. В 
оо ЧМ. 


° Множитель д з вынесен за знак интеграла как’вектор постоян- . 


ный на линии [Г 
Таким образом вектор поля, ‘образованного двойным слоем .>У, 
равен: 


ам Е] - 
имо $. (4) 
Это в точности еовпадает с формулой р, если положить 4 = и. 
Это предложение составляет математическое содержание теоремы 
Ампера!1 в электротехнике. 


После всего общего, что имеют эти два поля, следует отметить ` 


и различие; поле двойного слоя: имеет однозначный потенциал, 
но имеющий поверхность У поверхностью нарушения непрерыв- 
ности, —при переходе через > потенциал получает ‘конечное 
приращение. Поле вихревой нити ——поле непрерывное; на всяком 
контуре работа поля возрастает непрерывно, но это поле с мно- 
гозначным потенциалом, — при обходе по контуру, заценляющему 
вихревую нить, мы приходим В те же точки с работой, большей 
на одну и ту же величину против прежней. Оба поля совпадают 
только в предположении, что такие обходы исключены, т. е. если 
поле рассматривается в ‘области за вычетом точек поверхности У: 

$ 13. Энергия. Будем исходить из гидродинамической интер- 
претации поля. Пусть вектор поля есть вектор скорости движения 
честицы жидкости. Тогда элементарный объем 4% будет обладать 
кинетической энергией: 

Тот 1 > 

1Ф ат = — Ф* ат, 
2- 2 


где Ф — скаляр скорости и 4т — элемент массы. Для нас плотность 
движущейся массы не имеет особого значения, поскольку мы 
изучаем самое поле, и. движущаяся жидкость только служит 
одной из возможных интерпретаций. Примем же эту плотность 


за постоянную величину и равную урн в согласии с тем, что 
у п 


дивергенцию поля мы всегда обозначаем через 4ло. 
Тогда: | 
1 


фт = —— 4%, 
45 


1 Магнитное поле тока / вполне эквивалентно полю листового магнита, 
поверхность которого ограничена контуром тока Г. 


“- 


5 


/ 
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и вся’энергия поля равна: 


та | | [24% а) 
Вл | 


1: Формула (1) принимает другой вид для потенциального поля, 
вызываемого распределением масс или дивергенции: 


41у Ф — 4ло. 
В этом случае: | 


Ф=— хр, У?Т = — 40. 


га [[[оттаь ы 


Но по второй формуле Грина имеем: 
| [у 47 = у У? Таз -+ [сутра 
Г: ат р. [. 


. `’ ЧР 
где 5 — поверхность, служащая границей объема у, и —„ — произ 
- у 


Тогда: 


водная тю нормали к поверхности 5. Удаляя эту поверхность 


в бесконечность, мы получим для поля, обращающегося в беско- 
нечности в нуль: 


(И (УТ =— | | [Уузтаь. 


Внося это в формулу (а), получим: 


Ты | || У" 
р 8 - 
, | 
т | | [74% (2) 


Интеграл распространяется на ту область, где дивергенция 4 ло 
не равна нулю. 

Два выражения полной энергии (1) и (2) дают основание для 
двух гипотез о местопребывании энергии поля. Действительно, 
в первом случае интегрирование ведется по ‘всем точкам, где 


_ | 
существует поле, сам вектор поля Ф или его точка приложения М 
несет энергию поля; во втором случае интегрирование ведется 
по точкам, где сосредоточены притягивающие массы; следова- 
тельно, им приписывается содержание энергии. Оба выражения 
эквивалентны, т.е. обе гипотезы равноправны, дают один и тот же 
результат — одно и то же общее количество энергии. 


ИЛИ 


и 
и 
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9. Если. поле обладает поверхностями Х с поверхностной` 
плотностью расположения там масс 4ло, то предыдущий вывод 
изменится. 

Именно, при применении формулы Грина надо будет выделить. 
все поверхности нарушения непрерывности > подобно тому, как 
мы это делаем в $ 6. Переходя к пределу, когда выделенный 
объем совпадает с поверхностью Х (выделяющаяся поверхность 
совпадает с двумя сторонами поверхности У), мы получим доба- 
вочный член: 


[[уз- 0+ ||сутявь= || (1. + т до, 
ат 


Р> 
7 | 
где аи. И аи производные 7 по двум направлениям нормали 
т > 
поверхности Х, взятые по разные стороны ее. 
Так как, по условию: 


97. - а = 470, 
ат, ат» 
то выражение энергии поля примет вид: | 
Т = т ИА оГа% - га | оТ4о. (3) 
р. р 7. р» 


3. Аналогично преобразуем выражение энергии и для солено- 
илального Поля, вызванного данным расположением вихрей: 


| сит] Ф=4лт. 
В этом случае поле обладает векторным потенциалом (см. $9:: 
$Ф—1970|, 70 = —4лт. | (5) 
По правилу диференцирования произведения: 
| у [$0] = УФ01+ УФ, ‹ 


— — 
где значок 0,, Ф, показывает, что на этот множитель операция \ 


не распространяется. 
Переставляя множители в тройном произведении (с переменой 


знака при несоблюдении кругового порядка), имеем: 

У [ФИ] = 0 [7$] — Ф [УТ], | 
гле значок с опущен, так как порядок множителей не возбуждает 
сомнения, —к какому множителю применяется операция У. 

В силу формулы '(Ъ) получим: 
$710] — 4л От— Фг. 
Применяем формулу Гаусса: 
ИИ 9[ФО| а = || ФО] ао, 


5 


= ———_———ыщ55=.. . 
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— 


ИЛИ 


При неограниченном удалении поверхности 8 последний инте- 
грал обращается в нуль, ибо в бесконечности, по нашему условию, 
—> 


—> 
и поле Ф и векторный потенциал 0 обращаются в нуль. Итак: 


ВУ Фа = 4л || О та, 
и, следовательно, формула (1) принимает вид: 


т = - | | Отач. | (4) 


Интеграл распространен на весь объем, где вектор поля не равен 
нулю. Нетрудно отметить большую аналогию между форму- 
лами (2) и (3). 

4. Если поле обладает поверхностными вихрями, расположен 


— 
ными на поверхности ХУ с плотностью 410, то поверхность ХУ 
„зтяется поверхностью нарушения непрерывности для поля, и 
формула (4) видоизменяется. 

В этом случае при применении формулы Грина придется выде- 
лить точки поверхности Х (подобно тому как мы делали в $ 10). 

Переходя к пределу, когда выделенная поверхность совпадает 
с двумя сторонами поверхности У, мы получим в формуле (с) 
добавочный член: 


4 1 Отаи— | | [9: 4% — | п [ФО — п Ф0 ав. @) 


\ 


г —> ез 
Здесь п — единичный вектор нормали к поверхности ХУ. Зна- 
— 


—> > ^ 
чок [6], или [6]. показывает, что вектор 9 взят по ту или другую 
сторону поверхности У (предельное значение сверху и предельное 
значение снизу). 

Преобразуем произведение, стоящее под знаком двойного инте- 
грала, переставляя множители тройного скалярного произведения 
(с изменением знака, если нарушен круговой порядок мно- 
жителей): 


т [$0 —п [ФО], —= 6, [^Ф.] — 0, [“Ф.] . 


Значки попрежнему показывают, с какой стороны поверхности У. 


вычисляется вектор. - 


— 
Но, по условию, сам векторный потенциал 0 непрерывен на 
поверхности >, т. е.: | 


ия Гота — ПГамь— Гоа. 
$ о 8 


м 


ь — 
# 
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_ оц ЫЙЫ ЕъттттттУтяУУ+Уте"УРТ+ Э=Э=еЕЭ 


— 


` 


„=“ 


Следовательно, формула (4) принимает вид: | | 
4л та — Ф? ау = — |5 [%(Ф, — $, 4, — в) 
ео р х ` 


—>—> —— — —> — | — . 
[% Ф.|— пФ.] =пх[ ЛО, —пх[\УО0):| = 
= У @&0.) — ®5) 0, — У @0,) + вУ)0, 
Нетрудно заметить, что о градиент нормальной составляющей вектор- 
ного потенциала \/ (п 0) непрерывен при переходе через поверх- 
ность Х. Действительно, по условию, на поверхности > терпит 
нарушение непрерывности только производная потенциала по 
нормали к поверхности, но производная по нормали от нормаль- 


ного компонента. непрерывна (см. формулу (4) з 10, где нормаль 
Е поверхности совпадает с осью 2). _ 


Сокращая член У(%0,) и — У (#0. и замечая, что: 


но: 


— -—>° 40. 
(Ум 0 = 
‘ап’ 
имеем: ` ; 
в (@,—Ф = 19 — 9 = 48 
ап, ат 


по формуле (Ъ) $ 10. 
Итак, формула (е) принимает вид: ^ 


4л Гот» 2} ве 0% ао. 


оставляя это в формулу (1), имеем: 


т-а | [074 +5 | [0940 0) 


Тройной и двойной интегралы распространены на области, › 


где существуют вихри. 
генцией: 
а1у Ф = 4ло, с ф=4лт 
может быть, как известно, ‘разложено на два поля: 
Ф= Е в, 


потенциальное Рс данной дивергенцией и соленоидальное 
с данным вихрем: ; | 


‘ау Е=4ло, ‚ са Я = 4лт. 


8. 


5. Общее векторное поле, обладающее и _вихрами и дивер- г 


< 


у— м ——ы—_ ———_— 


* 
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— 
Докажем, что. энергия поля Ф слагается из энергии того и дру- 
гого поля. - 
“По формуле (1): 


т ||| - 1 |+ аа», 
Зл ол. 


Возвышая в квадрат сумму векторов, получим: 


] _> 1 — 1 “> 
ТТ | Е? 4% - | ые —— Га 4уч. 
ыы, Дон [[[Рдаь. 


Первые два члена дают по очереди энергию потенциального 


— — .. 
поля Ри энергию соленоидального поля а. — ^ 
Таким образом нам надо доказать, что 


| Е@аь=0, 


Интеграл распространен на’ все пространство, где сущест- 


вует поле. 
Пусть потенциал поля Е равен У: 
| = — У, 
тогда, | 
У (79 =ВУт туб =— бо. (9 
ибо, по условию: | 
Фу @— а = 0. 


Применяя теорему Гаусса, имеем: 
|| а о’б) а = [[ував; 


1 ® 


или в силу (1: . 
ЧИ [баь = — [баз 


Перейдем к пределу, считая, что поверхность 8 уходит в беско- 
— . 
нечность. Так как в бесконечности и Ги @& обращаются в нуль, 
то последний интеграл в пределе будет равен нулю, т. е. 


| аь —=0, - 


если интеграл распространен на все пространство. 


% 


Векторный анализ. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 1. 
плоское ПОЛЕ. 


`Нередко бывает, что в силу полного тождества условий при 
перемещении параллельно некоторому направлению в пространстве 
поле при таком первмещении не меняется. Будем предполагать, 


‘кроме того, что вектор поля перпендикулярен к этому напра- 


влению. 

„Тогда достаточно знать поле в одной плоскости, перпендику- 
лярной` в отмеченному направлению, чтобы знать его во всем 
пространстве. Изучение поля можно свести в изучению его свойств 
в плоскости. Такое поле называется плоским полем. 

$ 1. Логарифмический потенциал. Рассмотрим прежде всего 


° потенциальное плоское поле и будем предполагать для простоты, 


что оно образовано пространственным распределением масс с плот- 
ностью о. Тогда потенциал поля равен: 


ое 
Л) в. ИУ 


Будем предполагать, что ось 2 перпендикулярна к плоскости на- 
шего плоского поля (т.е., двигаясь по оси, мы не изменим поля). 


Тогда о от 2 не зависит, и, разбивая тройное интегрирование . 


на интегрирование по направлению оби 2 и по плоскости #9, 


МЫ получим. 
1 со 
где г = У? + у. 


Выполняя интеграцию, имеем: 


+ со 
. а о ‚ +со 
яя г-у т ] = ш 


— 2 Ни №1 -^ +9щ2. 


2=09 т 


. ‚ . 
3 р: У 
--. 


=== )2 (| а .: 
= ИН оуша (1+ 147} =: 
8 +с5 — 2 -- (2? 12) 8 > со т 8 | 


д 
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_ ‘Чредел равен бесконечности, и мы приходим -к нелепости. 
Это можно было предвидеть, так как наше поле, не меняясь 
по оси 2, в бесконечности не обращается в НУЛЬ. 

Мы можем, однако, сделать предположение, что плотность о - 
сохраняет постоянное значение только в пределах — [<< +1, 

а далее равна нулю; здесь | — очень большое, но конечное число. 
Тогда, пренебрегая бесконечно-малыми, имеем: 


1 
42 ` | 1 
== = аш 2/--9Ш —, 
] 27 -- 1? ы т 
—1 - 


и потенциал примет вид: — 
7 =2ш || [одтау 2 | ош 1 ах ду. 
у 


Первое слагаемое постоянно (при перенесении чачала коорди- 
нат, точки приложения вектора поля — стад 7) и может быть 
отброшено без изменения поля. Таким образом: 


` 7—2 | [ош 1 а=ау. (1) 
т 


Строгий ВЫВОД ЭТОЙ формулы должен быть основан на решении 
уравнения Пузссона: | 

97 97 + -0?И 

02° ‚ 0? 0922 


которое теперь, когда Г не зависит от 2, принимает вид: 


Со = 420 (2) 
$ 2. Соленоидальное поле. Пусть мы имеен: 
| 41% Ф=0. 
Это уравнение примет вид: 
9х ду | 
т. -|- Е = 0. (а) 
Составляя вихрь поля, получим, так как Й=0 и Х, У не 


зависят от 2: 


сит] Ф = оу —5, }. _ (5) 
От 9у 


Так как вихрь всегда параллелен оси 2, то и векторный 
потенциал надо искать параллельно оси 2: 


Ф == сим 0. 0 = кф. 
| 15* 


‚Ани 
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Отсюда следует: 
х=-%. У=+—.. (2) 


2 2 
си] Ф= а о). . 
х 


$ 3. Уравнение Лаплаеа. Рассмотрим область, где поле не имеет 
источников и не имеет вихрей. 
В этой области поле имеет скалярный потенциал 


У =ф, 
так что: | 
Ф = —Х, х=— 99. у=— 9. (а) 
дх 0 
Потенциал удовлетворяет ‘уравнению Лапласа: 
2 р. р ‚ 
9°ф + _9Ф _ 0. (3) 
да? ду? 
Поле имеет и векторный потенциал 
, 0 — Ау, 
так что: 
- — — `9 0 р 
Фф = [70], — — 9 У = ор. . (Ъ) 
94 дх 
Функция ф тоже удовлетворяет уравнению Лапласа: 
9ф 92] 5’ | 
—— =0. 3’) 
02 ы ду? | | 
Сравнивая равенства (а) и (Ъ), имеем: 
9 _ № 90 __ 4% (4) и 
дх ду ду дх 


Уравнения (4) показывают, что 
ф = ©01%, уф= ©00% 


всегда пересекаются под прямым углом. 

Первое из этих уравнений дает линию равного потенциала. 
Следовательно, вторая из них дает линию тока. Поэтому функция т 
называется функцией тока. 

Обе системы линий взаимны, т. е. можно принять (в новом” 
поле) линии 4 = 00$ 3& потенциальные линии, тогда линий 
ф = ©0пз{ будут линии тока. 


зы мсье - 


$ 4. Функции комплексного переменного. Рассмотрим функцию ^ к 


от комплексного переменного ха: 


ш =} (а НН =Ф- +. 
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Производные: 
при изменении только х: 
. Дх дх дх 0х 
ИЛИ ТОЛЬКО 9: 
Бо 9 9, 4 
Ли ду 9 ду 
вообще не равны, но если выполняются условия Коши-Римана:; 
09% 0 ___ 0 
_ 05 ду’ 02 дз ' 
то 
4х Му 


Нетрудно заметить, что в этом случае производная при любом 
изменении 5х и у будет одна и та же: 


——4 —— 4 
. Ди дх тт у 
Пт —— == 
А (%-- 39) ах -- з4 у 
д д 
А) (а +9 
— дх д! _ 9ф 1$ дф 
ах -- зау дх ду 


Такая функция называется аналитической функцией 
комплексного переменного. Алгебраические функции вроде (5 + 5)" 
или знакомые трансцендентные вроде эш(х--1/), «(а-и,) 
и т. д. суть аналитические функции. 

‚Мы видим, что потенциал и функция тока суть действитель- 
ная и мнимая часть некоторой аналитической;функции комплекс- 
ного переменного. Таким образом теория плоского поля теено 
связана с теорией функций комплексного переменного, 
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ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ В ПРОИЗВОЛЬНОЙ СИСТЕМЕ 
КООРДИНАТ. | 


До сих пор мы писали все формулы векторного анализа, 
поскольку туда входила система координат, в декартовой прямо- 
угольной системе координат. Между тем во многих задачах 
бывает удобнее воспользоваться какой-либо другой.. системой 
координат, например полярной или цилиндрической (две полярные 
координаты в плоскости ху и аппликата 2), или еще более спе- 
циальной системой координат, которая подходила бы к тем гранич- 
ным условиям, которые составляют особенность данной задачи. 

Поэтому весьма целесообразно иметь возможность переписать 
все формулы векторного анализа в произвольной системе координат. 
Это распространение формул векторного анализа на произвольную 
систему координат и составляет задачу этого приложения. Мы 
только ограничимся все же системой ортогональной: именно, 
если и, ®, и—криволинейные координаты точки М И: 


х=х (и, %, %}, у=у (и % №), 2а=а (и, ч, и) (1) 
— формулы перехода от декартовой системы координат к нашей 
—> 
криволинейной, так что вектор М есть функция и; ъ, и: 
— — 
М = -- и- Е = М (м, ъ, %), ‚ (2) 


то мы будем предполагать, что три вектора, касательные к коорди- 
натным линиям % 9 и и, взаимно перпендикулярны во всякой 
точке пространства: 


М,М,=0, М.М, =0, ММ, =0. (3) 


8 1. Подвижной трехгранник. В основе коордиватного опреде- 
ления вектора лежит разложение его по трем направлениям, 
лучше всего взаимно перпендикулярным. В декартовой системе 
‚координат это были направления трех осей, одни и те же напра- 
вления во всякой точке пространства. 

Теперь в произвольной системе координат мы уже не имеем 
таких трех избранных раз навсегда направлений. В каждой точке 
пространства эти направления мы будем избирать отдельно. Если 
наша система ортогональна, т. е. равенства (3) выполнены, 
то всего удобнее воспользоваться для этой цели направлениями 
трех касательных к координатным линиям, 


. - 
ом. 2. * 
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Итак, введем в данной точке М три единичных взаимно 
перпендикулярных вектора е;, е›, е., которые мы будем писать 
без стрелок наверху подобно единичным координатным векто- 
рам *, 7, К. Новые векторы вводятся при помощи равенств: 


г, — № „— М. с, — Мы 
ОМ’ "М ’ м’ (4) 


Знаменатели введены, чтобы сделать векторы единичными. 
-- 
Разлагая по этим направлениям вектор Ф, получим: 
—> - о . 


Скалярное и. векторное произведения будут определяться через 
координаты вектора Ф., Ф,, Ф, по тем же правилам, как это мы 
делали при пользовании декартовой системой координат. 

Совершенно иначе обстоит дело при диференцировании век- 
тора (5) по какому-нибудь пути. Когда мы перейдем в соседнюю | 
точку М, изменятся не только координаты вектора Ф,, Ф,, Ф., 
изменятся и те единичные векторы е,, е„, е, По которым мы 
раскладываем новый вектор. Следовательно, при диференцировании 
формулы (5) надо диференцировать и множители в, е,, е.: 

— . 
4Ф =е,аФ, в. 4Ф, | е.аФ, -- Фиае, | Ф,4е, + Ф.ае.. 
Таким образом возникает вопрос: как же выразятся векторы 
4е,, 4е,, 4е., какими компонентами будут они обладать? 
Усть: | 
де; = але, -- алое, +- аузез, 
де, = аз:е; + азое, -|- аззез, (а) 
4е; = азле, - азов» -- аззёз. 
Умножая первое уравнение скалярно на е,, получим: 
а 1 = 0, 


-. 


ибо р 
в? =1, ее, =0, ее, = 0, 
и, следовательно: 
. е, 4е, —= 0. 
Так же получим: . 
а». = 0, а.з = 0. — 
Далее, умножая первое равенство (а) нае,, а второе на в; и 
складывая, получим: 
е.е + е.4е, = а,» + аз, 
но 
ее, = 0, ев» - е,ае, = 0, 
следовательно: | 
@1> — — 9451, 
и аналогично получим: | 
Чо — ——Чз», @1з = — а; 


Ф ® 
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Остается, следовательно, вычислить три коэфициента: 
аз = ее, аз = ез4е» аз: == е.6.. 


Итак, диференцируем первое равенство (4) и умножаем по- 
членно на второе: 


м.аМ,—Мам, м, Мам, ММ, 
М», мо мм №м 


Ф 
Заметим, что в силу ортогональности координатных линий 
[см. уравнения (3)] второй член пропадает. Чиеслитель первого 


равен: 


аМ.. 


МАМ, — М,М „ам + М,М. „ао -- М.М „аш. 
Введем обозначения: 
452 = аМ ?— (М. ди -- М. 4% м „46 = аи? + а?.4 5? + а? 4и?, 


т. 6. о т: р 2 о у: 

а”, = М, а’. = М?®,, @з = . (6) 
И 1 

М, =а, М, =а.,, М, =а.. 


Диференцируя второе равенство (6) по и, получим: 


М „М ит — а. (Ъ) 


С другой стороны, диференцируя первое равенство (3) по 4%, 
имеем: 


— — > > 
ММ, — — М.М, 
& диференцируя первое (6) по %: ‘ 
— — 
М „М и — @1@ь, 
и, следовательно: 
' —> => . - 
М „М ии — `` @1@ь,. (с) 


Наконец, диференцируя равенство (3) соответственно по и, 
фи и, складываем первое и третье и, вычитая второе, получим: 


ЭМ. М, =0. 


Итак: 
—  —< 
М,4М, = — аа, ц -- аа, 4%, 
И | 
- а а 
ал = —— ди + — 4% 
@ @ 


3 — 
М,, как всегда, — скаляр вектора, Ми. 
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Таким же образом: 


С. а. 
_—_ 2 39 
Оз ^ 5 
Ц, а 
—_ 3 1 
@з1 — и 04 -- _ 40 аи, 
а аа . 


и, следовательно: 
а а а а, 
де, = в. |- — ди во Не, |- —№ фи — в 


а> а аз ал 
@5 а 4 3, 
де» = в, | 49 -- —=-ац| е, | — —"-а® + ав|, (Г 


@1 @з Ч @з 
Примеры. 1. Цилиндрическая система координат. 
Формулы преобразования декартовой системы координат: 
, х=0с0$ф, у=озтф, 2=2. 
АМ =} (созф 40 — озшф 49) {7 (зшф 40 0с0$ф 4$) + Е ав, 
- 4М? = 40? о?ад? -- 927. 
Следовательно: 
а, =1, а,=0, а =1. 
де, = в@ф, 4е. = —е:@ф, @4вз =0. 


4ез = е: | о+ аа -- е. |- Сао до бе ао |. 


Черт. 61. Черт. 62. 


Это нетрудно’получить и`из геометрических соображений (черт. 61). 
Линии ф здесь — круги с центром на оси 2 в плоскости, парал- 
лельной плоскости координат, линии о — прямые в той же плоскости, 
пересекающие ось 2, и линии г — прямые, параллельные оси 8. 
Нетрудно заметить, что только при изменении ф трехгранние 
вращается около оси 2, — при изменении © или 2 он передвигается 
параллельно самому себе. 
| о. Полярная система координат. Формулы преобра- 
Г. зования (черт. 62): | 
х=0603ф 56034, у=озш ф608у, #=0 11 4р, 


_ где 


ое О А о ии 
м 
О О и О оО ВоВ 
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откуда 


45? = 40? + 0? 05° ф 4? + о? а, | 
Й 


де, = е› созф 4ф | е, ау, 4е, = —е, соз4р Аф + е, зшф а, 
де; = —е.@ р —е, зтф а. 


$ 2. Градиент екаляра. Дано скалярное поле Г. Диференциал 
его при переходе в бесконечно близкую точку: 


АТ = У, ач 74% + Таш. (а) 
$’ другой стороны, бесконечно малый вектор смещения есть 
аМ = М ам -|- М.а% + М ди = в.а. аи + е,а.4% -|- заза. (1) 
Нетрудно заметить, что АТ есть скалярное произведение 
АГ = стаа Т. ам, 


[#2 [#2 
1 2 3 
Таким образом приходим к формуле градиента в произвольной 
ортогональной системе коордипат и новому виду оператора Га- 
МИЛЬТОНа. 


3 3. Дивергенция. Мы установили вид оператора Гамильтона 
в нашей системе координат: | 


стад ГР = УГ =, и - во 7, - е. 7. (8) 
а 


10 1 д 1 д 
У 2 (9) 
а ди а» 4% аз 4 
Применяя его скалярно к вектору | 
Ф = е.Ф, -- е,Ф, ++ е.Ф., | (а) 
мы получим дивергенцито поля: 
ау Фе" 9 Не 9Ф не 9® . (Ъ) 
а аи аз 0% аз ди 


Следует при этом иметь в виду, что теперь единичные векторы 
е» ев» в, уже не постоянны, как были раньше координатные 
векторы 1, 7, К —опи меняются с изменением криволинейных 
координат и, 9, ю, и производные их даны в таблице (1) на стр. 233. 
Собственно там даны полные диференциалы векторов, но, зная 
полный диференциал, нетрудно составить частные производные, — 


это коэфициент при диференциале соответствующего независимого 
переменного. 


Следовательно: 
Ф у а 
9 = е, | Ф.,- “ть Фо» + ет Ф. | | е› | Ф,— — Ф, | | 


(10) 


+ 6 | Ф.,— ль о, | 
[#1 


3 


РЕ СЕ ЗАМ 


ЕО 


. М 
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- 94 Ф 

и аналогично и 0" Вставляя эти выражения в фор- 

мулу (Ъ), получим: | 

ФФ 9,19, ( “ы и) + 
 @1 а аз а, > а1 а; 
(11) 
- о, ( 1, + оны. 
@1 @> а. а; 41 @з @› @з 


Можно и непосредственно доказать, что выражение (11) удо- 


влетворяет теореме Гаусса: 


|| 41у ФаР = || Фа, | (12) 


где АТ означает элемент объема. 
В криволинейных координатах элемент объема вычисляется 
как объем параллелепипеда, построенного на бесконечно малых 


РА 


смещениях по трем координатным линиям (собственно по каса- 
тельным к этим линиям): - 


4Г = (М, М, М.) 4 4% аш. 


В нашем случае ортогональной системы координат три ребра 
этого параллелепипеда взаимно перпендикулярны, и объем равен 
произведению их скаляров. В силу формул (6) мы получим: 


АТ = ааа. ам 4% аш, 
и тройной интеграл в.формуле Гаусса примет вид: 


| | | а Фар = | (Ф, а, а,), - (Фа, а), -- (Фа, а,),] ди ао ди. 


Разбиваем его вё три интеграла и в первом из них внутрен- 
нюю интеграцию ведем по чи: 


И (Фа а.), ам 4% 4 = || ауди | (Ф, а› аз), а. 


Вынцолняя первое интегрирование в пределах от 1%. до %, — 
два значения соответствуют двум точкам М, и М, пересечения 
линии % с поверхностью 6, ограничивающей объем интеграции Г: 
И (Ф, а›а.), аи 4% 4 = || (Ф, ва.) 49 ав — | ] (Фи а» а), 4 дав = 

= || Фа. а, до ам. | 
- 8 


Здесь (Ф, а а.), есть значение этой функции для. и =», т. е. 
в точке М», (Фа, а,), —в точке М,, последний интеграл уже взят 
как интеграл по поверхности 5. Производя аналогичное преобра- 
зование с двумя другими интегралами, получим: 


| [ау ай = | 16, да, ауди -+ Фа, а, дю ац |- Фа а, 4и 4%]. (с) 
8 ‘ 


— О М то 
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— 
Так как элемент поверхности 4% в криволинейных координатах 
имсет вид: 


— 


до =е, аа; 4% 9 + ева, 40 аи - вала» ди 4%, (13). 


то формула (с) вполне совпадает с уравнением (12). , 


— 
$ 4. Вихрь. Применяя наш оператор (9) к вектору Ф векторно, 
получим выражение вихря поля в криволинейных координатах: 


са [+ [в | [1 и | (а) 


ал ди @> 0% аз ° ди 
| 9Ф 0$ 
Подставляя сюла формулу (10) и аналогичные для о и 0, 
Ф и 
получим *: 
сш Фе, = Ф.Ф, оф, —— о. |+ 
@> аз аа; ` 5 @з 
1 1 а 0 а и 
- 6> = Ф!,— о Ф., - —- Ф: —— о, -- 
. аз а. аз -. —@10; 
1 1 а, а, 
о  Ф с, |. 9 
а а а1 4 а1 4 


Нетрудно и непосредственно показаль, что выражение (14) удовле- 
творяет теореме Стокса: 


` | сиг] Ф 40 = ф ФамМ . 
8 | 


_ Действительно, пользуясь формулами (13) и (14), имеем: 


сай Фао = || ([(@.Ф,), — (а. Фа» аи + 
8 


+ (а, $), — (5$) ао ди - а, ©), — (& ФОЛ аъ 4%}. (8) 
Мы видим, что интеграл (а) имеет совершенно такой же вид, 


каки в декартовой системе координат, если %, 9, ® заменить . 


через х, у, 2 и положить, кроме того: 
Х=а,$,, У=а,Ф, & = @з Фз. 


Произведя то же преобразование интеграла, как и В $1 гл. ПЬ 
получим: 


|| сиг] Фасо = | (Ф,а, ди + Ф.а» 4% -- Фа, 4); 
8 р 


это и есть теорема Стокса, ибо в криволинейных координатах: 
- — 
4М =е, а, ди | е, а» 4% -- 63 аз аи. 


1 Как и в случае декартовой системы координат: 
е; + 65 = 6, е. . её =@1, @; * 61 = 65ь 


— 


© 


хе вещие ВЕ: 


аку 


ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ В ПРОИЗВОЛЬН Й СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 987 


$5. Уравнение Лаплаеа. Если в формулу дивергенции (11) 
вместо компонентов произвольного поля Ф,, Ф,, Ф, подставить 
компоненты градиента (3), т. е. положим: 


= о’ бт 
а ди аа 0% .` аз 9% 
то мы получим: 
д 5 278 

у = Г 71 1, Г | 

а 0? а’, 0%? а. 07 д% а? ди 

р о от 9 

в, (4) 
0% а 9%. ди @?. ди 


Таким образом уравнение Лапласа, которому удовлетворяет 
потенциал в области, где дивергенция равна нулю, имеет вид: 


1 м Го т тд и О 


о бе вы д Г, дя Гоа и бы д | 
+ 9 п РТ д а 9 Ц 
а?, 0% а) 0% а?) ди аз и 


° Примеры. 1. Уравнение Лапласа в цилиндрических коорди- 
натах: 
2 2 у 
7 1 07 07 41 ду —0. (17) 
00" 0 097 022 0 00 | 
2. Уравнение Лапласа в полярных координатах: 


д? у 1 0 2 ор +1 ду 
7 О 2 9 9 0 15] 
00°. 0*609ф 09° 0 0? о 00 0 09 
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При выводе теорем векторного анализа, а еще более при уста- 
новлении основных понятий в теории векторного поля мы чаето 
пользовались той или другой физической интерпретацией вектор- 
ното поля. Так, к понятию дивергенции мы пришли, исходя из 


23 


Ч, 
\ 


рассмотрения движения сжимаемой жидкости, причем вектор поля. 


давал скорость движения соответствующей частицы жидкости; 
понятие потенциала было получено из другой интерпретации поля 
как поля сил ит. д. 

Мы хотим теперь остановиться на том значении инвариантов 
векторного поля, которое они принимают в теории электрического 
или, лучше, электромагнитного поля. 

$ 1. Электроетатичеекое поле в пуетоте. Опыт показывает, что 
присутствие „электричества“ вызывает в окружающем пространстве 
особые силы, которые приводят в движение легкие частицы. 


=> - . 
Сила Е, которая действует на данную частицу (например, 
на бузинный шарик), зависит от электрического состояния ча- 
стицы и от напряженности поля в данной точке. Опыт дает 


формулу: 
— — 
Е = 40. 
где д — скаляр, характеризующий электрическое состояние ча- 


—> 


стицы, и С — вполне определенный вектор во всякой точке поля. 


_> 
Поле С называется электрическим полем или специально 
электростатическим, если „электричество. находится 
в покое“. 
Вместо этих, пока еще не имеющих внутреннего содержания, 
слов можно дать конкретный признак электростатического поля: 


из этого поля нельзя извлечь энергии, т. е. работа поля по ВсЯ- 


кому замкнутому контуру равна нулю. 
В формулах векторного анализа это значит: 


— 
са С =0, (1) 
и, следовательно: 


9 = — стай ф. (2) 


Так как в бесконечности поле равно нулю, то оно должно. 


обладать источниками. 


М - 


. = —ы— 


-- -——ы— 


» / / 
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Если поток через замкнутую поверхность 6 не равен нулю: 
в | 
ФФ Сав = 4ле, (3) 
5 


то, как показывает опыт, внутри поверхности 5 есть наэлектризо- 
ванные проводники. Величину е мы принимаем за меру находя- 
щегося внутри поверхности 5 электричества, которую называем 
зарядом. 

Если в области 0: 


у С = 470, (4) 
и на поверхности (нарушения непрерывности) У: 


— 


где С», и С», — компоненты поля С по нормали с той и другой 
стороны поверхности Х, то: 


= ие +] 4 _ 0 


Отсюда непосредственно следует закон Кулона: два заряда 
в, и ве», сосредоточенные в двух точках М: и М», действуют друг 
на друга с силой: 


— —— * 
где В. = М.М, — вектор, соединяющий эти две точки. 
Опыт показывает, что внутри зараженного проводника: 


. — 
У С =0. 
Следовательно, поверхность зараженного проводника надо прини- 


мать за поверхность нарушения непрерывности У с поверхностной 
плотностью о, причем: 


* || фо =, 
' 5 


— 


где ве — полный заряд проводника. Вместе с тем эта поверхность— 
одна из потенциальных поверхностей: 


ф = с01$4. 


$ 2. Поле стационарного тока. Опытно устанавливается 
закон Ома. Если две точки проводника находятся при разных 
потенциалах $1 И $ф», То между этими точками устанавливается 
электрический ток: 

9: — фо = ТВ, (7) 
где Г — сила тока, т. е. количество протекающего в единицу вре- 
мени электричества, и В — сопротивление: 

| 
В = —-. 
` . 4 


_. - 
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о м с ее Ренье > 


Здесь |— длина проводника между выбранными точками, а— пло- -. 
щадь сечения проводника и ® — олентропровохность — воофициент, 
зависящий от свойств проводника. 


Так как: 
| 
5 =— 6. 
гле С, — компонент поля в направлении 45, то закон Ома при- 
мет вид: 
$—= ЕС, (3) 
где 
5 
Ч 


есть плотнооть тока. | : 


Вектор +, имея скаляром плотность тока +, совпадает по напра- 
влению с движением электричества; следовательно: 


$=К0. 
Если ток стационарен, то внутри проводника: 
4 $=0, : 
и на границе проводника компонент по нормали: 
$, = 0. 
Следовательно, во всем пространстве: 
у @=0. (9) 


Поле стационарного тока соленоидально. 
Работа поля по замкнутому проводнику Г: 


фбам=х | (10) 
Г . 


называется электродвижущей силой. 
Соленоидальное поле обладает векторным потенциалом: 


6 
С = ——— ег Н. (11) 

” 4 

Здесь Н имеет значение напряжения магнитного поля, индуци-- 

рованного` током, и с — универсальная постоянная, зависящая 


от выбора единиц измерения С и Н. 


> 


| 


— 


$ 3. Магнитное поле тока. Магнитное поле Н вполне анало- . 


— 
гично электрическому полю С, с той разницей, что поток через 
замкнутую поверхность всегда равен нулю, т. е.: 


НЯ =0. °— (2) 


| 
| < 
| 


ммм адольььыльада? дк к; шзеть на дно, 


дк 


‚> чара а мыл - 
# 


а ыыы ь ыы 
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Уравнение (11) показывает, что 


сиг! Н = ыы (11°) 
с 


т. е. вихревая нить поля образована током, индуцирующим 
магнитное поле. 


Векторный потенциал поля определен равенствами: 


Н-— син А. 4=, ||| 49. (13) 
с В 
Если назовем ИНДукционнНым потоком поток поля‘ через по- 
верхность 2: 
Ф— | | Нав. (14) 
8 


то, по закону Фарадея, в замкнутом проводнике Г, который слу- 
жит контуром поверхности 8, магнитное поле индуцирует ток: 
1 а$Ф 
се 4. 

0Фф | 
Здесь — производная по времени, а Ги В, как обычно, — 


(15) 


сила тока и сопротивление проводника. Направление поля по кон- 


туру Г связано с направлением потока через поверхность 5, как 
В теореме Стокса. 


Если (см. 8 2) 


[Й 
и сила тока на проводнике Г, постоянна, то 1: 


5 ам > -> 
ТВ =] = оф —— = ФОамМ, 
Я $ р: $ 


т. е. в силу (14) закон Фарадея напишем в виде: 
фбам=—1 4 [Нав 
С 8 


или для покоящихся проводников Г, и 5: 


фбам=—1 [| ЧН а 
р . су а 


1 .. >. -> > — 
1 Ибо а =1, 105 =$АМ, так как векторы $ и 4М одинаково напра- 
— 


4, —> 
влены, р =. 


Векторный анаЛиз, 16 


“ 


242 ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


Отсюда следует, по теореме Стокса: 
1 1 аН 
саг! С = —-- —. . 
с 064 (16) 


Следует заметить, что формулы (10) и (16) относятся к токам 
разного происхождения. Формула (10) имеет в виду токи, имеющие 
причиной внешнюю электродвижущую силу (например, ток элемен- 
тов), а закон Фарадея говорит о токе, индуцированном изменением 
магнитного поля. 

$ 4. Влияние диэлектрика. Все описанные явления происходят 
в таком виде только в пустоте. Присутствие в электростатическом 
поле непроводника (диэлектрика) при данном потенциале увели- 
чивает заряд е, при данном заряде уменьшает потенциал. 


— 


Наряду с напряжением электрического поля С придется ввести 
о — 


еще второй вектор Л электрического смещения, так что: - 


— 


2—0. 


Здесь =— скалар, характеризующий диэлектрик, так называемая 
диэлектрическая постоянная, вообще для данного вещества вели- 


‚Чина постоянная: 


Мы попрежнему имеем: 


сиг! @ = 0, (1’) (= — стад ф, (2’) 
но истинное электричество определяется потоком смещения: 
фф Бао=4ле, (3) амр=4м. (4) 


Поток вектора [6] определяет свободное электричество: 
ффбав=4ле, (3”) @1у б = 4ло’. (4”) 
Итак, в пространстве, где нет зарядов, всегда: 
си! @=0, а 0=0. (17) 


Внутри однородного диэлектрика, т. е. при постояпном в, мы 
имеем также: 


У 9=0, си О =0, (17) 


°но на границе раздела ХУ двух диэлектриков, где в меняется, 


— 
будут расположены массы свободного электричества поля С’и п0- 


> 
верхностные вихри поля О. 


— — 
Силовые линии поля Си идут всегда вместе (ибо в ест 
скаляр), но на поверхности > они испытывают преломление. 
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$ 5. Влияние магнитной проницаемоети. Аналогично по отно- 
шению к магнитному полю всякое вещество обладает особым 
свойством, которое характеризуется скаляром и — магнитной про- 
ницаемостью. 


м... 


— 


Наряду с напряжением магнитного поля Н мы должны рас- 
— 
сматривать еще новый вектор В— магнитную индукцию, так что: 


- | В=иН. (18) 
Мы попрежнему будем иметь: 
син Н = 17°. (11) 
с . 


но уже соленоидальность магнитного поля относится в безусловной 
форме к магнитной индукции, поток которой должен был бы, 
по аналогии с электростатическим полем, определять свободный 
магнетизм (всегда равный нулю): 


. = — 
(у В = 0, В = сиг] А. 
При постоянном и, т. е. в однородном веществе, конечно, 


аи Нам В =0. 
и 


‚ Совершенно так же полный индукционный поток Фарадея есть 
поток магнитной индукции: 


и, следовательно: 


сиб =— Е В. (16) 
с Ги 


$ 6. Основные уравнения элёктромагнитного поля. Обозначим 
—> 
через С° поле, вызванное внешней электродвижущей силой Е: 
| в —> —> 
Е" = фС’ам. 
\ 
Тогда индуцированный магнитным полем ток равен разности 


— — — 
С — (°. Эту разность и надо подставить в формулу (16) вместо С. 
С другой стороны, если по проводнику Г, пробегает нестацио- 


—> 
‘ нарный ток, то Ч1уз не равна нулю; такой ток сопровождается 
| Изменением количества электричества: 


1 

1 

у —> 

| т. е, изменением напряженности поля О. 16+ 


1 м “ 
. “ 
Я Г 
: . ‚# ` 
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„ 


‘ 


— 
Мы можем сказать, что ток в проводнике + сопровождается 
в этом случае током смещения в окружающем диэлектрике 


1 ар 
с плотностью о и  оизводная по времени. 


47 
Сумма этих токов 
т д го 
о 19 
т Чл (ий Тм 4 ‘ (19) 
определяет всюду соденоидальное поле: ‹ 
77 =0. (20) 


Хх 
/ 


. —> 

Именно эту величину надо подставить в уравнение (11’) вместо 1 
в общем случае. 

Итак, мы имеем такие общие уравнения: 


, 


В=.0 Вин. =, амв=0, 
са Н = 1 В вы @_@-—! 8 (91) 
С с 04 ` се 04 
Исключая Ди В, получим: 
и ` > 
.8 40 _ сит! Н — к С. 
, с 04 С 
Щи ЧН _ епт] (@— 40°. (52) 


[Я Ч 


